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MEMORIA 
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1.  Rappresonlioo  u  ed  r  le  coordinate  polari  d' aa  punto 
qualsivoglia  preso  in  an  pianOi  e  s*abbia  Tequazione 

(1)  r*  =  8taù  ^4-  wi*'  > 

•  •  ■ 

o?e  2iii  é  an  parametro  péltilmeQ,  ed  n  un  parametro  nu- 
merico di  valore  e  segno  «{n^tvtìcjQf^i  '  Supponendo  u  esser 
l'arco  che  nel  cerchio  di  raggiò  ttho  misura  Tangolo  formalo 
dal  raggio  vettore  con  una  retta  di  posizione  data  ,  e  che 
passa  pel  polo,  Teqnazione  (1)  é  geometricamente  omogenea, 
e  quando  u  ed  r  fossero  coordinate  rettilinee,  essa,  come  si 
sa,  rappresenta  le  curve  coniche. 

Posto  ciò,  osserviamo  in  primo  luogo  che  essendo  r=0, 
sia  qualunque  il  segno  ed  il  valore  di  n,e  per  ogni  valore 
di  II  acquistando  r  due  valori  eguali  e  di  segno  contrario, 
ne  segue  che  tutte  le  curve  contenute  nella  (1)  passano  pel 
polo,  e  questo  punto  è  cetUro  della  curva. 

2.  Sia  n  <C  0 ,  e  s*avrà  più  particolarmente: 

(2)  r*  =  2mM  -  wu^ 


\ 


(6) 
In  questo  caso  si  vede  che  r  sarà  reale  per  que^soli  valori 

di  u  compresi  tra  u  =  u ,  ed  u  = ,  e  per  qaesti  li- 
miti r==0;  laonde  se  la  retta  xx'  (Gg.  1)  è  l'origioe  delle 
ascisse  angolari,  P  il  polo^  ed  UU'  la  retta  che  fa  con  Po; 

2m 
l'angolo  UPj:  ==  —  ,  la  curva  deircquazione  (2)  sarà  con- 
tenuta ne'due  angoli  opposti  UPj:^  ,  U'Px'.  Inoltre  il  secondo 

membro  della  (2)  diviene  un    massimo    per  u  =  —  ,   ed  il 

fi 

corrispondente  valore  di  r  è  ,  r  =  — -  ;  quindi  se  si  me- 
ni pel  polo  P  la  AA'  bisegante  dell'  angolo  UP^ ,  e  si  (agli 
PA=PA'  =  —    •  saranno  A  ed  A'  i  punti  della  curva  i 

più  lontani  dal  polo.  La  retta  AA\come  è  chiaro,  dividendo 
per  metà  tutte  le  corde  ad  essa  perpendicolari  è  un  asse 
della  curva,  ed  A,  X'  sono  perciò  due  vertici.  Pertanto  la 
curva  avrà  la  forma  indicata  dalla  figura,  e  la  chiameremo 
ellisse  polare  per  l'analogia  che  passa  tra  la  sua  equazione,  e 
quella  dell'ellisse  conica. 

Dato  l'asse  AA',  e  l'angolo  UPx,  che  chiameremo  ampiez- 
za della  curva ,  questa  ò  interamente  determinata  ;  poiché 
chiamando  2a  il  primo  ed  a,  il  secondo,  avremo,  come  qui 
innanzi  si  è  trovato 


(3) 

m 

2m 
a  =  — 
n 

donde  si  trae 

(4) 

4o' 

e  la  (2)  si  cambia  nella  seguente: 

4a* 
(5)  r*  =-^(att  —  u»), 

ex. 

la  quale  potendosi  scrivere  anche  cosi 


(7) 
or  =  [/^l(2au.  2a(a  —  u)] 

ci  mostra  che  se  con  an  raggio  PC  eguale  all'asse  della  cor- 
ya,  e  col  centro  il  polo  si  descriva  un  arco  Ur  che  sotten- 
da Tampiecza;  indi  con  un  raggio  vettore  qualunque  PM  si 
descrìva  un  altr'arco  BMi,  e  si  prolunghi  questo  raggio  vet- 
tore sino  ad  incontrare  larco  lìx  in  m,  sarà  Varco  BMi  me- 
dio PROPORZIONALE  tra  i  due  segmenti  mx^  inU  deWareo  Hx. 

In  altri  termini  l'ellisse  polare  è  il  luogo  geometrico  de  pun- 
ti^ che  congiunti  don  un  punto  fino  danno  i  raggi  degli  archi  ài* 
nuli  e  meda  proporzionali  tra  due  segmenti  variabili  d'un  mede- 
simo arco  dato  e  simile  ai  precedenti. 

Se  2m  =  n,  ce=l,  cioè  l'ampiezza  é  misurata  dall'arco 
che  uguaglia  il  raggio  e  che  é  di  SY^"  29578";  quando  m=n, 
r ampiezza  a  è  doppia  della  precedente  ,  e  quando  n^m 
l'ampiezza  è  maggiore  di  2,  e  (a  curva  ha  la  forma  espres- 
sa della  (Ggura  2)  con  due   punti    doppii  N  ,  N%  i  quali 

continueranno  ad  esistere  fino  ad  n^  —  m.  Al  di  sotto  di 

2r 
1 

qoesto  limite  >  e  fino  ad  n  =  --x-m  ,    la    curva  presenterà 

quattro  punti  doppii  N,  N',  N'\  li'"  (fig.  3);  e  così  af^prcsso. 

3.  Quando  n>  0^  l'equazione  della  curva  è 
(6)  r*  =  2mu  -f-  nu*  , 

ed  in  questo  caso  i  vafori  di  r  saran  reali  dà  u  =  0  sino 

ad  «  =  00,  e  da    u= sino  ad  u  =  —  oo  ;  sì  che, 

n 

sapposto  essere  UU'  (fig   4)  la  retta  che  fa  con  Vx  l'angolo 

2m 
UPx  =  —  ,  la  curva  si  troverà  sìmmetricamenle    situata 
n 

intomo  alla  retta  AA'  bisegante  quest'angolo;  il  ramo  corri- 
pondente  ai  valori  positivi  di  u  sarà  la  doppia  spirale  AMPM'A', 
e  quello  corrispondente  al  valori  negativi  sarà  l'altra  doppia 
spirale  h'M"'1?M"h.  La  bisegante  AA'  indefinitamente  prolun- 
gata sarà  un  asse  della  curva,  che  chiameremo  iperbole  polare. 

Ponendo  nella  (6)  u  = ,  si  troverà  r  =:  -—  l/— 1, 


(8  ) 
chiamaDdo  a  il  coefficiente  di  |/^ — 1  ,  daremo  al  doppio  di 
questa  quantità  il  nome  di  as$e  immaginario',  e  parimente  di- 
notando con  a  l'arco  che  nel  cerchio  di  raggio  uno   misura 
l'angolo  HVxy  chiameremo  quest'angolo  ampiezza^  ed  avremo 


(7) 

m                  zm 
[/  n                 n 

donde 

(8) 

2a*                Aa^ 
ffl  =  — '    t     n=     j 
a                  a 

e  l'equazione 

della  curva  diverrà: 

(9) 

9 


e  quest'equazione  non  differisce  dalla  {&)  relativa  all'ellisse^ 
che  pel  segno  di  u'. 
Abbiamo  anche  qui 

«r  =  t/*[2aM.  2a(a  H-  u)]  , 

e  perciò  descritto  dal  polo  P,  come  centro,  e  con  un  faggiof 
PC  eguale  all'asse  reale,  un  arco  Ux,  che  si  prolunghi  fino 
ad  incontrare  il  raggio  vettore  qualunque  PM  ,  prolungato 
se  occorre,  in  fn,  e  descritto  parimente  col  raggio  PM  lar^ 
co  MBi,  sarà  Bb  medio  proporzionale  tra  i  due  archi  Um, 
mx;  vale  a  dire: 

ViperboU  polare  è  il  luogo  geometrico  di  que^  punti  che  con- 
giunti con  un  punto  fisso  danno  i  raggi  di  altrettanti  archi  simili 
e  meda  proporzionali  tra  due  archi  variabili  e  la  cui  differenza 
é  un  altr'areo  datOy  e  simile  ai  precedenti. 

4.  Finalmente  se  ti  =  0  ^  s'avrà  : 

(10)  r'=2mu, 

e  la  curva  avrà  la  forma  espressa  dalla  fig.  5,  avente  un  sol 
ramo  a  d(^pia  spirale.  Questa  curva  la  chiameremo  paroM^ 
polare^  e  dalla  stessa  equazione  (10)  si  scorge  che  t  quadrati 


(9) 
ili  raggi  veUori  $ono  propùrzionati  agli  angoli  da  e$si   formati 
con  ìa  tangente  che  passa  pel  centro, 

5.  In  tatle  le  tre  specie  di  curve  ora  discosse,  il  centro 
è  an  ponto  d'inflessione. 

6.  Differenziando  l'equazione 

(11)  r*=  ^(aM-4-u^), 

ce 

che  rappresenta  Tcllisse  o  i*  iperbole  polare^  secondo  che  il 
coefficiente  di  u'  é  —  1  o  -H  1>  si  avrà  : 

(12)  rdr  =  — (aH'2tt)dtt,     -  = ^ , 

quindi  s*avrà  per  espressione  della  sunnormale: 

,Aix    c         ^^       2a"(a-f-2u)       4a'(a-Htt)        2a 
(lo)     bfl  _  — 


2 


1^  -JL^  * 


du  a^r  oc^r  ur 

ovfero  rìdacendo  in  virlù  della  (11) 

(14)  s„==:-:i-2£. 

u        ar 
Ma  (ig.  1,  4)  descrìtto  col  raggio  PM=sr,  l'arco  MBó  si  ha 

B6  =  ar,     MB  =ruj 
quindi 

(15)  S-Jl       2a'_MP'         Pi' 

*"'  **''~MB~Br-MB        ^W   • 

Da  ciò  si  conchiude  che  volendo  la  sunnormale  per  un 
puoto  M  deirellisse  o  detriperbole  si  troverà  una  terza  pro- 
porzionale in  ordine  àlVarco  MB  e  ai  raggio  vettore  lUPj  e  si- 
milmente un*altra  terza  proporzionale  in  ordine  all'arco  Bb,  e  al 
semiasse  ddVeUissej  o  al  semiasse  immaginario  delViperbolcj  e  la 
differenza  tra  la  primay  e  il  doppio  della  seconda  darà  la  sun- 
normale  richiesta. 


IO  ) 

^.j&    -.s  ^  "^t-"»''»  »  "'"ga'ivo,  ed  =-|-    s'    avrà 

,«  utl'etlii$e  la  tangente  i  normale  tJl' 


^^ .  .  ,V  i«*À  "    •"" 


M$* 


7.  m^ft^^^^^  Mnineiilc  l  equazione 

r'  =  2mtt 

(16; 

Hja>«  «li-I  P*"-**^*  '"  ^^ 

rdr  =  mdu , 
iraiodi  por  U  sunnormale^  e  per  la  saltaDgcole  si  avrà 

ir       m        Ir 

r^du  .   r 

'-'  dr  m 

Li  prima  forinola  si  ridace  come  sopra  a  (Gg.  5) 

_  Jl^  _r^ P5P 

i9)  ''"'2  MB    ~  2MB  ' 

e  però  la  sunnormalc  è  terza  proporzionale  in  ordine  al  dop- 
pio deWarco  MB,  e  dei  raggio  vettore  PM. 
La  sultangcnlc  poi  è  doppia  dell'arco  MB. 

QUADRATURA    DELLE    CURVE    PRECEDENTL 

8.  La  forinola  che  rappresenta  il  differenziale  dell'  area 
/,  rispello  a  coordinate  polari  é,  come  si  sa, 

(20)  ^^  =  T  ^^^^  ' 

6  sostiloendo  per  r^  il  suo  valore  (11)^  e  integrando  avremo 
2a*/au''       u^  \       1    4a^  .,       '  1    ti     , 


(  11  ) 

errerò,  ridocendo  in  virtù  della  stessa  (11) 

1      ,  a'    tt» 

t=  —  r  u  -t-  —    — 
6  ^  3     « 

né  s'aggìuDge  costante,  perchè  qaaado  u  =0,  r  =  0,  r=0. 
Sia  M  (Gg.  1, 4)  un  punto  della  curva;  coi  raggi  PM,  PA 
si  descrivano  gli  archi  MB,  Ad,  e  si  prenda  an  terza  propor- 
zionale ad  aa\  am\  e  sarà  il  settore  curvilineo  PNM  eguale 
atterzo  del  settore  circolare  PMB  più  dei  terzi  dell'altro  set- 
tore circolare  Vna. 

9.  Nel  caso  dell'  ellisse ,  estendendo  l'integrale  (21)    sino 

1 
ad  u  =  —  «  ,  avremo  pel  quadrante  ellittico 
là 

2 
(22)  ^^  ~  "3    ^®^^'  ^^^  ' 

Pertanto  la  superficie  intera  deW ellisse  polare  é  eguale  ad  otto  ter- 
zi  del  settore  che  ha  per  raggio  il  setniassey  e  sottende  un  angolo 
eguale  alTampiezza  dell'ellisse  medesima. 

10.  Sostituendo  nella  formola  (20)  in  luogo  di  r^  il  valo- 
(16)  relativo  alla  parabola,  e  integrando  si  avrà 

(23)  t^^=:jr%. 

Quindi  il  settore  parabolico  è  la  metà  del  settore  circolare  PBM 

(%.  5). 

RETTIFICAZIONE    DELLE    CURVE    PRECEDENTI. 

11.  Dinoti  s  Parco  della  curva  a  partire  dal  polo  sino  ad 
un  punto  qualunque  M  ,  in  guisa  che  per  u  =  0  sia  pure 
«  =  0,  e  sarà 

Nel  caso  dell'ellisse  si  ha  "ì 


V 


(12) 

(25)    r  =  — r(att  —  m  ) ,  7-  = 3 =  —7: r, 

e  soslituendo  in  (22)    verrà  : 

e  quest'iotegralei  che  in  gonerale  dipcDde  dalle  trasceod^nli 
ellittiche^  prende  una  forma  più  semplice,  poneodo 

(27)  „  :=  |.  _-  ^^,  , 

COQ  che  si  ha  r 


12.  Prima    di    trattare  il  caso  generale ,  esaminiamo  due 
casi  speciali. 

l."*  Se  a=l,  allora  quest'ultima  formola  diriene: 

(29)  ,  =  _a|;— -1- 

e  Tintcgrazione  si  fa  per  archi  di  cerchio.   Abbiamo   in   ef- 
fetto 

''FiF^r  "•^Fii^f '^Plf^) 


^ 


(13) 
e  quindi  determinando  la  costante  col    nrepd/sfre  )*  integrale 

da  X  =  -T-,  avremo: 
4 


n 


Ll=^(^  -'■)-  ^i  -«««(8.-1)) 

«  _|/'(l,-.')-.^a!rccos{8*-l) 
^  spstitaepflo  in  (29)  si.  nvrà  finalmente 

pO)    f  :;=  fl>(/(x  *  —  ^'}+-  -g-  ^  «""^  cos(8z—  1). 

Rimettendo  pep  z  il  fino  valore  (27)  nell'ipolesi  di  «=^1, 
^  ridncendo  in  virlù  dell'equazione  (25)  della  curva  nella  stes- 
sa ipotesi  di  ft  =  1,  si  otterrà: 

HIV  *       /  *  \^  3  g'  -  2r' 

(31)      *  =  yr  (-  _  tt)^-^aarccos  —^^—  , 

(B  se  H  (Gg.  1)  è  un  punto  della  curva,  nel  caso  che  sliamo 
esaminando,  quando  cioè  l'ampiezza  dell'ellisse  é  un  angolo 
che  sottende  un  arco  eguale  al  raggio ,  la  parte  algebrica 
dell'espreasione  precedente  dinota  appunlo  la  mela  dell'arco 
MD. 

Se  vpolsi  l'espressione  del  quadrante  ellittico  converrà  e- 
stendere  llntegrale  (30)  sino  a  z  =  0 ,  che  è  il  valore  cor-' 

rispondente  all'  altro  limite   u  =  — i  in  virtù  della  relazio- 

1 


oe  M=3  — i/'x  ,  il  quale  limite  corrisponde  appaoto  all' 

lestremo  del  quadrante  nel  caso  attuale.  Io  tal  modo  si  ha 
m\  3  3     TT 


(  M  ) 
<}acs(o  rìsaltameiito  ci  mostra  che  l'intero  perimetro  ellit- 
tico è,  nel  caso  che  contempliamo  i  tre  guarii   della  circon- 
ferenza che  ha  per  raggio  il  semiasse  della  curva, 

13.  Si  noti  che  la  formola  (30)  e  la  (31)  valgono  per  gli 
archi  minori  del  quadrante  ;  poiché  estendendo  quegf  inte- 
grali al  di  là  di  z  =  0 ,  si  passerebbe  per  l' inGnito  ,  tale 
diventando  il  coefficiente  di  dz  nella  formola  (29).  D'  al- 
tronde l'integrale  ha  effettivamente  un  valor  finito  pe' limiti 

1 

js=  -jr  f  jz  =  0;  poiché  chiamando y*(2)  quel  coefficiente  ed 

a  uno  de'precedenti  valori  di  z  ,  trovasi  verificata  la  condi- 
zione {z  — '  a)J\z)  =  0  ,  per  z  =  a. 

14.  Caso  2.0  Quando  ce=2  ,  le  formole  (25)  e  (26)  di- 
vengono : 

(33)  u  =  ì  —  l^z, 


m        .=-K 


|/-(t  —  z -t- x') 


Az, 


e  fatto 


1 

(35)  z  =  —  (1  -H  cos  f) 

II 


SI  avrà  : 


(36) 


'=1^  d?  J/  (l  -  -i  8en>  )  =1- E  (i. ,  y) , 

HI  quale  risultamento  ci  mostra  che  gli  archi  dell'ellisse  po- 
lare in  questo  caso  godono  della  medesima  proprietà  di  quelli 
deW  ellisse  conica  ^  potendosi  i  primi  addizionare,  sottrar- 
re, moltiplicare  o  dividere,  come  i  secondi. 

Estendendo  Y  integrale  al  quadrante  ellittico ,  ed  osser- 
vando che  per  u=l,  che  é  il  limite  corrispondente  all'  e- 
stremo  del  quadrante,  si  ha  per  le  (33)  e  (35)  9=7:,  avremo: 

(37)    *,=  -y]"d9|/"(l_l-sen>  )=:«£.(!); 


(  15  ) 
Tale  a  dire  che  U  quadrante  delTellisie  polare^  d*ampiezza  eguale 
ad  un  angolo  che  sottende  un  arco  doppio  del   raggio  ,   sta  al 

quadrante  d'una  eUisie  conica  di  eccentricità  —  ed  asse   mag^ 

giore  1,  come  il  iemiame  ddCeUiue  polare  $ta  ad  i,  ossia  al  $$- 
miasse  dell'ellisse  conica» 

15.  La  formola  (36)  ci  mostra  ancora  che  se  con  la  mede- 
sima ampiezza  di  114%  36'.  . .  e  con  assi  di  varia  grandezza  si 
descrivano  altrettante  ellissi  pciari^  gli  archi  di  queste  curve  che 
sottendono  un  medesimo  angolo  al  pelo  stanno  tra  loro  nel  medesi- 
mo rapporto  degli  assi.  Ciò  era  facile  vedersi  anche  a  priori;poir- 
che  in  questo  caso  l'equazione  deirellisse  ammette  un  sol  pa- 
rametro ,  e  quindi  tutte  le  curve  di  questa  specie  sono  sl- 
mili. 

16.  Riprendiamo  ora  l'integrale  generale 

e  poniamo 

(38)  ,  =  ,^(«J._l); 


a' 


il  nuovo  limile  corrispondente  a  2  =  -r-  sarà  x  =  1 ,  0  si 

troTcrà: 

(o'  -t-  x*)dx 


(39)         s  =  --^f 


2t-I      ) 


\/^a''^^  x')(a"  —b"x  —  x*)] 


ove 


Se  ora,  seguendo  il  Legempre,  si  faccia 


(16) 

<*"  ^  -  5-^  • 

9i  avrà: 

(42)  .  =  '±^f  <I±^  . 

essendo 

(43)  y.=^,-;::^ 

(U)        \ 

(45)  P  =  |/^[(7-t-5yW-*-8'y')3> 

e  le  A  e  A^rengono  idetcr||iÌQate  nisrcè  le  dqe  eqi|azioqi 

(46)        hk-ì-q:  =  0,    Ò"(A -t- J^)  —  2(0* -+- a")  =  0  , 

io  virtù  delU  quali,  I0  (4)  possono  prpndefe  aqcora  TaspettQ 
seguente: 

y=ih(k—h),        d  ==*(*  —  *), 

<*^)^     y=(A  +  ^)(*  -A)  ,  5'  .,(  A  ^  *^)  (A  -  *,. 
Posto  ciò,  sì  ha  da  una  parte 

e  da  un'altra  parte 


quindi  iutegraodo  quest'ultima  formola,  dividendo  per  v'-^S'» 
addizionando  il  risultamento  con  la  (48),  e  sostituendo  alle 
7)  d>  y>  d',  i  valori  (47)  si  troverà,  dopo  fatta  la  soatilaiioBC 


(  17  ) 
del  risullamento  nella  (42)  : 

«  L(A~*ni-hy)      (  "**  2>'jr.  R 

-(*-T)X/-^-T<'-<,i:SrJ- 

17.  Da  questa  espressione  si  vede  già  che  l*àreo  $  dipende  , 
in  generale,  da  latte  e  tre  le  specie  di  funzioni  ellittiche,  e 
noi  senza  più  andare  oltre  nella  ridazione  de*  tre  integrali 
che  entrano  nella  formola  precedente,  sarem  contenti  di  por- 
re in  disamina  soltanto  i  segni  di  che  debbono  essere  aflette 
le  7,  d,  y^  y  nell'espressione  di 

(45)  R  =  l^[(7+dO(y'-^J't»')]. 

E  primamente  secondo  le  relazioni  (46)  e  (40)  si  ha  : 

(50)      tó  =_*(«»-!);    Ah-*=??^-*; 

4  ce   —  4 


(51) 


k  = 


2(«'  —  4)     —  2       2(«  —  2)  ' 
2(a*  —  4)     ""  2        2(«  +  2)  ' 


,,,      ^      b"       «*    «-f-2      ,       i"       a'  a— 2 

^'''     *-^2-  =  Ti=:2'  *-^¥  =  ¥^^2' 

6"  h" 

e  da  queste  ultime  formole  si  scorge  che  A  4«  —  e  k-\-  — 

(ODO  sempre  dello  stesso  segno,  e  perciò 

(53)     y'=(A-4-^){A-A),3'=(A  +  y)(&-*) 

lOBo  di  segno  conlrario,  finché  h  e  k  sono  disuguali.  Alfop- 
posto 

Jnnaii  di  Scienze  Mai.  e  Fi$.  T.  IV,  gennaio  1853.  2 


(18) 
(54)  y=h(h—k),        5  =  A(*  — A) 

possono  essere  o  dello  stesso  segno  o  di  segno  conlrario  : 
inoltre  a  dev'esser  sempre  diverso  da  2;  altrimenti  nel  ca- 
so di  a  =  2 ,  già  esaminato ,  le  (50)  darebbero  una  delle 
radici  A,  k  infinita.  E  poiché  sì  è  pure  esaminato  il  caso  di 
a  =  1 9  ci  rimangono  ad  esaminare  i  casi  seguenti  : 

l.''  Se  a  <  1  ,  A*  >  0  ,  A  -h  *  >  0  ;  quindi  le  radici  A 

e  k  sono  entrambi  positive  >  A  -f-  —  ,    ^  "I"  ir    sono    cn- 
trambe  negative,  e  supponendo  A  >»  A ,  sarà  : 
7>0,    5<0,    7'>0,    8'<0, 

B=i/[(7~v)(/-ay)]. 

2.*  Se   a  >  1  ,    e  nel    tempo    stesso  a  <  2  ,    AA  <;  0  , 
A  -f-  A  ^0,  e  quindi  A  e  A  sono  di  segno  conlrario,  mentre 

A-4-  —  ,     ^  +  -n*  ^^'^^  entrambe  negative.  Laonde  sarà: 

y>0,     d>0,      7'<0,    J'>0, 
oppure 

7<0,     d<0,      />0,    5'<0, 

e  queste  relazioni  non  danno  per  R  che  le  sole  due  espres- 
sioni seguenti: 

3.'  Se    a  >  2,  Jl-»-A;>0,  e  si  ricade  nel  caso  precedente. 
4.°  Se  «1/3=2,  AA<0,  A+A  =  0,  si  cbo  Ae  A  so- 
no eguali  e  di  segno  contrario,  e  quindi 

7>0,    5>0,    y^O,    5'>0, 

7<0.    3<0,    7'>0,    5^0, 
come  nel  caso  2.^ 


(19) 
Io  coDclasione  il  radicale  R  avrà  una  delle  tre  forme  : 

R  =  j/^[(y  -  5y^)(7'  -  3'y^)]  , 

(55)  {        R=l^£(7-H3y^)(y'-ay)], 

R  =  i/^[(y  4-  5y^^(5V^  —  7^)3  , 

essendo  7,  d,  7'»  S'  quantità  essenzialmente  positive. 

18.  Passiamo  ora  alla  rettificazione  dell'  iperbole  polare. 
L*cqaazione  di  questa  curva  è  (9.  3) 

(56)  r^  =  il'  (m  H-  ti')  ; 

a 

e  dinotando  con  $  V  arco  che  comincia  dal  polo  e  termina 
ad  un  punto  qualunque  M  di  coordinale  (u,  r),  Tespressione 
di  quest'arco  si  troverà  essere: 

5/)        «=« — I    • TÙu, 

la  quale,  ponendo  come  nel  n."»  11 

(58)  u  =  l^z-^  , 

a* 

ed  osservando  che  al  lìmite  t^=0  corrisponde  l'altro  z=— , 

si  cambia  nella  seguente: 

(59)        «  =  —  I  , -^-y r -ds. 

T       V  V  -j'  ) 

Considerando  dapprima  i  due  casi  speciali  di  ^=1  ed  oc=2j 
avremo 

I .«  Quando  a  =  1  , 


(20) 

,60,  r  ^'  "^  ^^'' 

(60)  s  =al   j^ ; 

t|/(''-I') 


ma 


4' 


laonde  deiermiDando  la  costante  C,  coi  prendere  quest'inle- 

ducendo  in  virtù  dell'equazione  della  curva ,  che  in  questo 
caso  é  r*  =  4a^(u  -H  »*),  si  avrà: 

e  qui  pure,  come  per  rdiisse^  la  parte  algebrica  rappresenta 
la  metà  dell'arco  MD. 
2.''  Quando  a  =  2 ,  le  formole  (58)  e  (59)  divengono  : 


(  21  ) 
e  qncst'altima  col  porre 

(63)  z  =  i(—  +  l)  , 

2  \cosf  ' 

ed  osservando  che  al  limite  z  z=  l  ^  corrisponde    ^  =  0    si 
cangerà  nelPallra  : 

ove 


(651 


A=[/   (l   -  ^sen^y). 


Posto  ciò  si  ha 

Ad©        3    sen^o  .  Ad©         .    ^  da 

d.Atan©  =  — f —     — r  d©  =  — r-  4- A  a©  —  ~-  , 

^      cos>        4     A        ^       cosV  ^ 

e  integrando  e  sostituendo  in  (63)  si  avrà  : 

(66)  5  =  -^  (A  lany  —  E  — F). 

E  poiché  dinotando  con  T  l'arco  d'iperbole  conica,  si  ba 

r  =  A  tan  9  —  E  -t-  A'F  (*), 

e  qui    6'=  — ,  avremo  ancora  : 

(67)  ,=:(t^.1f). 

19.  Sìeno  ft  9  fiy  93  ti*^  valori  particolari  di  ^,  ed  «1,5^  , 
^3  quelli  corrispondenti  di  s  nella  (66),  ed  avremo  : 


(*}  Legendre,  Traité  dts  fonetions  eUiptiqueSy  pag.  i6;  t.  I. 


(  22  ) 
«,  =  |-(a  laa  y.  -  E(y.)  ■+■  F(f ,))  , 

*z  =  4-(a  lan  9,  —  E(9,)  -+■  F{f^))  , 

«3  =  4-(a  lan  fi  —  Ei?»;,)  -f-  F(p3))  . 

Ora  che  fra  i  (re  angoli  ipi  ,  <pi  ,  f^  vi  sia  la  relazione 

(68)  V(<pi)~^F(f,)~-¥l<p3)  =  0, 

e  perciò 

E(9i)  ■+■  E(9a)  ^  E(9j)  =c*  scn  9,  scn  (p,  scn  93 

,       3       .       . 
ove  c=  -r-  ,  SI  avrà: 
4 


^i     =  — (  Atan9,-f-A  lan^a  — A  Un  j)3  — c^scn(pi  scn  f,  scn  5^3  j 

Posto  ciò  ,  presi  sulla  curva  i  due  archi  s^  ,  $^  che  po- 
niamo corrispondano  agli  angoli  Ui  9  U2  9  e  calcolati  i  corri- 
spondenti valori     di  9^  ,  9^  naercò  la  relaz^pne 

<^^'  "^f^  1  4-  2(u-  ^  2u)  ' 

che  ottiensi  eliminando  z  tra  la  prima  (62)  e  la  (63);  indi 
determinando  il  terzo  angolo  93  in  modo  da  soddisfare  all' 
equazione  trascendente  (69),  combinata  con  Talgebrica 

C0S9,  co89a  —  8en9j  scn92  A(93)  =  COS93  (*)  , 
qucst'  angolo  93  darà  un  valore  U)  che  determina  un    arco 

(*)  Legendre,  Traité  de$  foneliont  elliptiques;  pag.  4tf,  l.  f. 


(  23  ) 
t}  eguale  alla  somma  de 'due  Si ,  5^    più  o  meno  una  quan- 
tità algebrica. 

Io  generale  la  relazione  (69)  6  quella  che  serve  per  la 
comparazione  degli  archi  d*iperbolc  polare,  nel  caso  che  l'am- 
piezza fosse  di  114^  59156'. 

20.  Il  caso  generale,  quello  cioò  d*un*  ampiezza  qualun- 
que a  conduce  ad  un  espressione  di  s  analoga  alla  (49). 

21.  Consideriamo  finalmente  gli  archi  della  parabola  pola- 
re. L*equazionc  di  questa  curva  essendo 

(70)  r*  =  2mu 

ci  dà 


e  fatto  2tf  =  x^  ,  con  che  il  limite  dell'integrale  resta  lo  stes- 
so, si  arra  : 

a"*  dj:  (*       x^Ìlx      \ 


dr  x^diX 

e  quindi 

laonde  sostituendo  in  (72)  si  aTrà: 

1        ....         ..         2     ,      r         dx 


(73)       .  =  3-  »VnV{^  •*•  ^)  -^  y  >^  "X  1^(1  4-  «4) 
Or  se  si  faccia 

1  —  A  tati  z,  r       \  "^     / 


(24) 

si  troverà: 

^'*^       J  1/(1 -f-x4)  "^  fJi/-(1  _  c*sen»  "**  ^' 
essendo 


3  +  1/^8 

Cosi  Tespressione  (73)  dell'arco  parabolico  si  trova  dipendere 
dagl'integrale  di  prima  specie  (74). 

Non  è  inutile  osservare  che  se  nella  parte  algebrica  dell' 
espressione  (73)  si  rimetta  per  x  il  suo  valore  |/^2ti9  si  tro- 
verà: 

yjrl/^mi^(l-hj:4)  =  -|l/(2mu)  1/(1  -h  4u^)  =  -i  fV^(l+4M'). 

Ma  abbiamo  per  espressione  della  suttangcnte  in  un  punto 
(tfy  r)  della  curva 

%  =  2rM , 

e  quindi  per  la  tangente 

T  =  ri/(l  H-  4ii')  , 


laonde  sarà 


l  1 

—  xVm  t/^(l  +  x4)=  —  T, 


cioè  il  terzo  della  tangente. 


^25J> 

NUOVE  BIGERGHE  SULLA  DISTRIBUZIONE 
DEL  CALORE  ALLA  SUPERFICIE  SOLARE. 

MEMORIA 

HEL  P.  A.  SECCHI 

ProfeMore  al  Collegio  Romano. 


L'inlercsse  che  talli  i  dolti  hanno  moslrato  per  le  ricer-* 
che  da  me  inlraprese  nello  scorso  marzo  salla  dislrìbnzione 
del  calore  alla  superficie  solare  (*)  mi  ha  imposlo  un  dovere  di 
continaarle  con  quella  assiduità  che  per  me  si'  poteva  mag-» 
giore;  e  ciò  era  tanto  più  necessario,  quanto  che  alcune  delle 
ipotesi  emesse  per  ispicgare  le  irrcgolarilà  trovate,  dovevano 
esser  confermale  o  dislrutle  da  future  esperienze.  Di  più , 
neirìntervallo  scorso  dalla  prima  pubblicazione  in  poi  ho  aru- 
lo  il  piacere  di  vedermi  proposte  nuove  indagini,  ed  allresi 
le  obiezioni  mosse  da  persone  di  gran  merito  contro  il  me- 
todo usato  nello  sperimentare,  mi  hanno  condotto  a  perfe- 
zionarlo e  renderlo  sempre  più  di  comune  soddisfazione.  Pri* 
ma  però  di  esporre  ciò  che  si  è  fatto,  credo  necessario  dì 
accennare  qui  alcune  delle  ragioni  che  mi  hanno  determinato 
a  non  procedere  in  alcuno  cose  a  quel  modo  che  ad  altri  pa« 
reva  preferibile. 

Molti  avrebbero  desiderato  che  si  fosse  falla  una  serie  di 
osservazioni  sui  varii  meridiani  solari,  per  riconoscere  se  vi 
é  notabile  disuguaglianza  nelle  varie  parti  del  sole  in  ascen- 
sione retta,  come  parrebbe  risultare  dalle  ricerche  del  sig. 
Boys-Ballot  e  del  sig.  Nervander.  Io  avrei  ben  volentieri  fat- 
to questo  se  non  mi  si  fosse  parata  innanzi  una  difficoltà  cbo 
finora  non  ho  saputo  convenientemente  superare.  Questa  é 
che  Tequatore  ci  si  presenta  ordinariamente  proiettato  sul 
disco  solare  in  una  ellissi,  il  cui  asse  maggiore  è  molto  obli- 

(')  Vedi  questi  JimaH  Maggio  1852,  pag.  197. 


(  26  ) 
quo  al  moto  diamo,  onde  se  concepiscasi  an  meridiano  sa- 
lare che  passi  pel  centro  del  disco,  e  prendansi  sulTequatoro 
solare  due  punti  ad  eguale  distanza  da  questo  meridiano 
medesimo^  si  vedrà  cbe  essi  sona  diversamente  disposti  rap- 
porto al  moto  diurno  della  sfera  celeste,  e  cbe  per  fare  il 
confronto  delle  loro  temperature  bisognerebbe  combinare  le 
osservazioni  in  ascensione  retta  e  in  declinazione  nel  mede- 
simo tempo.  Ora  quelle  in  A-  R*  mi  hanno  sempre  ispirato 
poca  fiducia  non  essendo  il  nostro  strumento  mosso  da  oro- 
logio, e  sapendo  per  pratica  quanto  sia  diflicile  il  tener  fisso 
un  punto  determinato  sulla  pila>  a  meno  che  esso  non  sia  vi* 
sibilmenle  distinto  da  macchio,  ovvero  dalla  vicinanza  degli 
orli.  Questa  difficoltà  però  speriamo  che  sarà  tolta  di  mezzo 
ben  presto,  quando  sarà  in  posto  il  grande  equatoriale  di  14 
piedi  mosso  dall'orologio  che  sta  ora  lavorandosi  a  Monaco 
dal  sig.  Merz  pel  nostro  osservatorio,  ovvero  nel  modo  che 
indicheremo  più  so  Ito. 

Per  soddisfare  pertanto  alla  ragionevole  inchiesta  ,  e  per 
arrivare  al  medesimo  scopo  per  altra  via  ,  mi  era  proposto 
di  studiare  per  molti  giorni  consecutivi  la  distribuzione  del 
calore  sui  meridiani  che  successivamente  passano  pel  centro 
dei  disco,  e  perciò  avea  già  condotto  molto  innanzi  una  se- 
rie di  osservazioni  nella  stagione  estiva  in  cui  il  buon  tempo 
é  più  costante,  ma  per  gli  eccessivi  calori  del  clima  romano 
che  rendevano  tali  ricerche  non  poco  incomode  ed  anche  pe- 
ricolose, fu  mestieri  interromperle.  Né  dopo  quell'  epoca  mi 
è  stalo  possibile  farle  seguitamente  quanto  si  sarebbe  dovuto 
per  un  tal  fine.  Anche  nelle  più  belle  giornate  avviene  spes^ 
so  che  alle  ore  in  cui  il  sole  è  più  alto  ,  1*  atmosfera  s'  in- 
gombra di  vapori,  talché  i  giorni  veramente  opportuni  ^  sen- 
za eccezione  non  sono  molto  numerosi,  dovendosi  escludere 
non  solo  quelli  che  sono  visibilmente  men  puri  ,  ma  anche 
una  gran  parte  di  que'che  sono  in  apparenza  assai  belli,  in 
cui  però  si  prepara  qualche  cambiamento;  allora  infatti  le 
esperienze  mostrano  tali  irregolarità  che  da  esse  ci   é  stato 


(27  ) 
più  ralle  possibile  predire  qualche  ora  prima  la  matafione 
di  leiupo  avveouta  appresso  ;  onde  dod  recherà  meraviglia 
se  ooD  si  80Q0  potote  accumulare  le  esperieuxe  quanto  si  sa- 
rebbe voluto,  e  dovuto.  In  quanto  al  metodo  di  sperimentare 
(eouto  in  queste  posteriori  ricerche,  esso  é  stato  in  somma 
lo  stesso  che  nelle  precedenti;  ma  con  tutti  i  vantaggi  che 
ù  SODO  potuti  trarre  da  uno  strumento  di  molto  maggior 
fona.  Il  telescopio  osato  nelle  prime  essendo  a  taluni  sem- 
brato di  poca  forca,  sino  dal  mese  di  agosto  vi  fu  sostituito 
il  telescopio  di  Cauchoix  :  il  che  potè  farsi  con  grande  age* 
roteila,  essendo  il  montante  in  ferro  fuso  del  primo  stru- 
BMiito  più  che  sufficeote  a  poter  reggere  al  nuovo  peso.  Esso 
è  stato  già  descritto  nelle  memorie  deirosservatorio  del  Col- 
legio Romano  pel  1851. 

La  kiiigheiza  focale  del  cannocchiale  è  2".  43,  e  la  sua 
apertura  libera  0**.  162  :  questa  si  é  sempre  adoperata  senza 
diaframma  alcuno,  e  l'oculare  di  cui  ci  siamo  serviti  è  uno 
di  lamsden  che  ingrandisce  direttamente  circa  64  volte.  Con 
goesto  sistema  di  lenti  si  ottiene  una  tmagine  solare  distin- 
tissima del  diametro  di  0'^.  218  alla  distanza  di  0^.  40  circa 
dairoculare,  e  atteso  tale  grandezza  si  può  impiegare  tutta 
lapertnra  delia  pila  che  avendo  una  sezione  di  15  millim. 
il  quadro,  occupa  soltanto  '|i66  della  superficie  totale  della 
delU  immagine.  La  deviazione  dell'ago  nell'estate  poi  punti 
teatrali  arriva  fino  a  33''  e  le  altre  deviazioni  sono  propor- 
nooatamente  assai  forti,  e  perciò  meno  soggette  ad  errori. 
Perciò  in  queste  esperienze  siamo  sempre  partiti  dallo  0'' 
della  graduazione  e  a  non  da  10*"  come  nelle  precedenti,  il 
cbe  facevamo  per  evitare  la  piccola  inerzia  dell'ago  nei  pri- 
mi gradì,  e  non  perchè  l'ago  stesso  non  potesse  mettersi  a 
0*  pel  magnetismo  dei  fili  :  questi  sono  anzi  di  assai  buona 
qialità ,  né  mai  ho  trovato  tale  difetto  nei  molti  anni  che 
flsaoeggio  questo  strumento  {*}. 

n  Avverto  questo,  perchè  un  celebre  fisico  ha  sospettato  esser  que- 
sta b  causa  del  non  partire  noi  dallo  zero. 
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La  pila  termoelcllrica  si  applica  ali*  oculare  mediante  un 
pezzo  addizionale,  colla  facilità  stessa  degli  oculari  ordina- 
rii.  Un  tubo  di  ottone  del  diametro  di  8  ccnlim.  e  lungo 
30  invitasi  esteriormente  al  tubo  che  porta  l'oculare  :  a  que- 
sto tubo  è  fissata  una  riga  lunga  mezzo  metro  che  porta  la 
pila>  e  due  diaframmi,  uno  anteriore  che  serve  anche  di  so- 
stegno per  collocarvi  le  diverse  sostanze  trasparenti ,  l'altro 
posteriore  coperto  di  drappo  nero  che  serve  ad  evitare  le  ri- 
flessioni e  le  radiazioni  degli  oggetti  circostanti.  Al  qual  fine 
ancora,  oltre  i  diaframmi  usati  per  riparare  lo  strumento  dal 
raggiamento  delle  altre  parli  del  cielo,  si  è  avuto  avvertenza 
di  stendere  panni  neri  sul  pavimento  della  stanza.  Finalmen- 
te per  evitare  l'incomodo  di  leggere  ogni  volta  l'alidada 
dello  strumeto,  si  è  collocata  l'apertura  della  pila  nel  mezzo 
di  un  diaframma  bianco ,  sul  quale  si  sono  tracciati  varii 
segni  a  quali  conducendo  il  lembo  solare,  si  esplorano  le  va- 
rie parti  del  disco  che  cader  devono  sul  centro  della  pila. 
Cosi  tracciando  sul  diaframma  la  proiezione  dell'  equatore 
solare  e  del  suo  meridiano  che  passa  pel  centro  del  disco , 
si  potranno  fare  le  ricerche  di  cui  abbiamo  parlato  di  sopra, 
per  esaminare  se  il  sole  nella  sua  rotazione  ci  presenta  punti 
ora  più  ed  ora  meno  caldi  ,  il  che  finora  non  abbiamo  po- 
tuto fare  non  essendocisi  presentato  questo  semplicissimo 
spediente.. 

Nelle  ricerche  attuali  si  è  fatto  uso,  come  ho  detto,  del- 
l'apertura libera  della  pila  onde  evitare  lo  variazioni  acci- 
dentali di  temperatura  proprie  di  qualche  piccola  estensione 
di  superficie  solare,  ma  se  si  volesse  indagare  la  legge  della 
distribuzione,  sarebbe  mestieri  restringerla  di  più.  Esploran- 
do il  diametro  verticale,  o  per  parlare  più  esattamente  il  dia- 
metro secondo  il  circolo  di  declinazione^  si  fecero  da  princi- 
pio diverse  serie  percorrendo  molti  de'suoi  punti;  ma  un  tal 
metodo  ritrovossi  presto  difettoso,  perché  il  tempo  richiesto 
ad  una  serie  completa  era  molto  lungo,  e  durante  questa  il  sole 
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cambiava  di  altezza,  e  spesso  io  stato  doli  atmosfera  subiva 
delle  alterazioni  notabili.  Perciò  a  ridurre  il  tempo  di  ciascuna 
soie  al  minimo  possibile,  si  collocava  la  pila  comunemente  in 
cinque  punti  solij  cioè  nel  centro^  a  10'  sopra  e  a  10'  sotto 
di  esso.  Presso  i  lembi  poi  si  collocava  in  modo  che  il  cir* 
colo  del  disco  fosse  precisamente  tangente  ai  vertici  del  qua- 
drato del  tubo  che  la  racchiude.  Siccome  la  pila  occupa  cir- 
ca 2^' 14  del  diametro  lineare  del  sole,  si  vede  che  essendo 
i  ponti  raggianti  distanti  dal  centro  di  +  14'  ,  -H  10' ,  0  , 
—  10',  —  14'  incirca,  le  porzioni  del  diametro  non  esplorate 
dirctlamente  non  erano  alquanto  grandi  fuorché  presso  il 
centro  stesso  ,  ma  qui  vi  ordinariamente  la  temperatura  non 
scensa  gran  fatto  per  un  intervallo  di  5  o  6'.  Del  resto  i 
ponti  esplorati  nella  stessa  serie  erano  sempre  i  medesimi , 
cooducendosi  gli  orli  del  sole  ai  soli  punti  marcati  sul  dia- 
iiraouna  bianco  nel  cui  mezzo  era  la  pila.  Per  risparmiar  tem- 
po la  posizione  di  equilibrio  dell'ago  senza  la  radiazione  os- 
lervavasi  solo  al  principio  e  al  fine  di  ciaspuna  serie,  né  si 
aspettava  che  esso  rivenisse  a  zero  per  ogni  punto  partico- 
lire;  ma  quando  era  ben  fermo  si  cambiava  posto  alla  pila 
neirimapne,  avvertendo  di  passare  per  una  serie  di  punti , 
il  coi  calore  sul  disco  fosse  eguale  a  un  dipresso  agli  esplo- 
rati. Senza  tale  cautela  Tago  concepisce  delle  oscillazioni  che 
esigono  non  poco  tempo  ad  estinguersi ,  e  le  esperienze  si 
ailongano  inutilmente.  Nelle  giornate  ventose  la  bocca  della 
pila  si  ricopre  con  sottilissima  foglia  di  mica  che  resta  ai- 
seno  30^'"  distante  dalle  coppie  annerite  ,  ma  ciò  é  stato 
aecessarìo  solo  una  volta  o  due.  Vedremo  appresso  come 
siasi  fatto  per  esplorare  altri  punti  della  superficie,  solare  , 
non  collocati  sul  diametro  verticale. 

Tengo  ora  ai  risultati  ottenuti.  Le  osservazioni  sono  state 
coodotle  in  modo  da  cimentare  successivamente  le  varie  ipo- 
tesi che  si  potevano  fare  per  ispiegare  le  differenze  di  tem- 
peratura osservate  nelle  varie  parti  del  disco  :  Queste  sona 
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1^  inegaaglianza  dei  dae  emisferi  australe  e  boreale. 

2^  Eccesso  di  calore  salta  zona  equatoriale. 

3^  Diversità  di  temperatura  Delie  varie  parti  che  ci  pre- 
senta il  sole,  ossia  in  ascensione  retta  eliocentrica. 

4^  Azione  dell'atmosfera  terrestre. 

5^  Tcrmocrosi  dell'atmosfera  solare. 

Le  osservazioni  fatte  nel  mese  di  marzo  davano  il  massi- 
mo di  calore  in  un  punto  del  disco  solare  superiore  al  cen- 
tro ,  e  tal  differenza  poteva  aver  luogo  tanto  nel  caso  che 
l'equatore  fosse  più  caldo  ,  quanto  che  il  solo  emisfero  bo- 
reale lo  fosse  più  dell'australe  ;  ed  anche  la  disuguaglianza 
poteva  nascere  da  queste  due  cause  insieme  congiunte.  Che 
in  un  corpo  così  sterminato  quale  é  il  sole  ppssano  avere 
luogo  tali  diversità,  non  farà  credo  maraviglia  a  nessuno^  e 
il  sig.  Arago  cita  a  questo  proposito  la  spiegazioqe  che  si 
dà  della  variabilità  di  alcune  stelle,  creduta  dipendente  dalla 
loro  rotazione.  Laonde  le  ipotesi  diauzi  emesse  non  si  esclu- 
dono scambievolmentei  ma  resta  a  separarle  i^ei  loro  effetti. 
In  caso  dei  due  emisferi  disuguali  in  temperatiira,  la  diver- 
sità doveva  sussistere  anche  dopo  la  metà  di  giugno  allorché 
la  projczione  dell'equatore  solare  passava  pel  centro,  ma  in 
quello  della  loro  eguaglianza^  la  curva  delle  temperature  do- 
veva essere  simmetrica.  Ora  le  osservazioni  fin  dal  finire  di 
maggio  avevano  dato  tal  curva  molto  accostaqtesi  alla  sim- 
metria ,  ma  un  eccesso  di  calore  nella  parte  superiore  del 
disco  continuò  ad  esser  sensibile  anche  nel  mese  di  giugno. 
Questo  risaltato  fu  costante  fin  presso  l'agosto  in  cqi  la  dif- 
ferenza cominciò  a  svanire  ,  e  il  maggior  calore  a  trovarsi 
ora  sopra  ora  sotto  del  centro.  In  quest'epoca  si  ebbe  l'av- 
vertenza di  sperimentare  con  ambedue  gli  strumenti  mag- 
giore e  minore  per  vedere  se  punto  vi  contribuisse  la  loro 
qualità,  ma  i  risultati  furono  identici  per  ambedue.  Le  espe- 
rienze abbracciano  un  intervallo  di  tempo  saperiore  a  quella 
della  rotazione  solare,  sicché  dalle  osservazioni  fatte  io  que- 
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ifepoca  possiamo  concludere  che  remisfero  si^pcriore  o  bo- 
reale è  alquanto  più  caldo  deirinferiore  o  australe.  Potreb- 
be obiellarsi  a  questa  concliisiope  Fazione  assorbente  dell'at- 
mosfera terrastre,  ma  Faltezza  meridiana  del  sole  nell'estate 
sotto  la  nostra  latitudine  è  tanto  grande  da  renderla  insen- 
sibile affatto  ;  inoltre  per  eliminare  questa  causa  di  errore 
direttamente  si  sono  fatte  molte  osservazioni  estrameridiano 
upettando  cbe  i  ponti  inferiori  del  disco  arrivassero  alla 
itNsa  alteiza  dei  superiori  ,  il  che  vedovasi  facilmente  dai 
HOfinMio  deirimagine  solare  in  un  altro  cannocchiale  fisso 
is  alteczai  e  mobile  solo  in  azimut. 

Per  investigare  in  questa  stagione  se  Tequatorc  fosse  più 
nido,  era  mestieri  cambiare  sistema  di  osservazioni,  al  qual 
proposito  mi  venne  fortunatamente  in  pensiero  che  potevasi 
pttlere  a  profitto  ^obliquità  che  esso  ha  allora  relativamente 
il  parallelo  del  moto  diurno,  e  cosi  fare  le  osservazioni  in  vi- 
riainza  del  meridiano  ed  eliminare  direttamente  V  influenza 
ft^osferica  terrestre. 

h  a 


8fig.  ^^^^^-^^""^"''^  preced. 


SitBo  infatti  ab  ed,  due  cordo  parallele  al  moto  diurno  trac- 
ciale sul  disco  solare  a  distanza  sopra  il  centro  di  4'  o  5', 
ed  altrettanto  sotto  :  l'equatore  solare  nel  mese  di  giugno  si 
proietta  secondo  un  diametro  che  è  prossimamente  nella  di- 
rezione U  :  i  punti  b  e  d  sono  adunque  più  vicini  all'equa- 
tore solare  ,  che  i  punti  a  q  c^  e  T  esperienza  in  realtà  ha 
dito  sempre  b  più  caldo  di  a  e  cf  più  rhe  e.  La  tcmpcralura 
di  i  è  stata  inoltre  trovata  in  generale  alcun  poco  più  forte 
di  quella  dì  d  e  quella  di  a  più  che  quella  di  e  ,  la  quale 
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Hllima  circosianza  deve  aver  luogo  qualora  i  due  emisferi 
sicQo  ÌDeg4ialmente  caldi. 

Questa  esperienza  più  Tolte  ripetuta  e  di  cui  daremo  i  na- 
Bieri  nel  quadro  finale  estratto  dal  giornale  delle  osserva- 
zionìy  sembra  decidere  la  questione  relativa  al  maggior  ca- 
lore dell'equatore  solare,  perchè  essa  porta  la  riprova  in  so 
medesima,  ed  è  indipendente  dall'azione  dell'atmosfera  ter- 
restre. Tuttavia  avendo  riguardo  alla  piccolezza  delle  diffe- 
renze trovate,  e  per  confermare  vieppiù  la  conclusione,  era 
dovere  ripetere  queste  esperienze  nel  mese  di  settembre, 
quando  l'equatore  si  projetta  al  di  sotto  del  centro,  e  inol- 
tre il  diametro  dell'ellissi  che  no  é  la  projezione  ha  una  in- 
clinazione opposta  a  quella  di  giugno  relativamente  al  moto 
diurno  (*). 

Io  le  ho  dunque  continuate  fino  a  questa  epoca,  e  il  ri- 
sultato é  stato  il  seguente.  L'emisfero  inferiore  che  nel  mese 
di  agosto  mostrava  come  è  detto  differenze  variabili  col  sa- 
periore,  nel  settembre  si  è  mostrato  decisamente  più  caldo 
del  superiore.  Tale  fu  il  risultato  costante  dall'  8  settembre 
in  cui  si  cominciò  questa  serie  fino  ai  4  ottobre  in  cui  fa 
finita,  e  le  osservazioni  durante  questo  tempo  furono  quasi 
d'  ogni  giorno  tranne  una  interruzione  dal  20  settembre  al 
3  ottobre.  Il  massimo  di  differenza  fu  di  circa  2°  del  gal- 
vanometro,  onde  e  poco  diverso  da  quello  osservato  in  marzo 
nell'emisfero  opposto.  Un  tal  massimo  ebbe  luogo  dal  14  al 
16  settembre,  che  è  pure  l'epoca  approssimata  del  massimo 
di  depressione  dell'equatore  solare  sotto  il  centro. 

Ma  perché  questa  coincidenza  fosse  dimostrativa,  bisogne- 
rebbe provare  che  il  sole  voltava  a  noi  in  settembre  il  me- 
desimo emisfero  che  in  marzo:  ora  la  durata  dèlia  rotazione 
solare  è  tanto  incerta  che  non  può  stabilirsi  ciò  sicuramente 

(*)  Non  voglio  omettere  di  dire  che  avendo  io  erroneamente  fissato 
la  direziona  dell'equatore  solare  fidatomi  di  certe  figure  altrui^  fai  av- 
vertito delferrore  dal  l'andamento  delle  temperature,  e  riconobbi  pochi 
giorni  dopo  la  correzione  essere  giustissima  dal  corso  delle  macchie. 
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se  ooo  dentro  i  limili  dì  parecchi  giorni.  Infatti  raccoglien- 
do alcune  delle   più  celebri  e  recenti   determinazioni    della 
dorata  di  questa  rotazione  y   la  troviamo  fecondo  Delambre 
di  25^1  01  ;  «econdo  Wichman  25.  53.  M.  Langier  assegna 
«stremi  ancora  più  distanti,  cioò  24.  28,  e  26.  23,  onde  ri- 
salendo indietro ,  Tincertezza  per  sei  rotazioni  può  salire  a 
moà  mezza  incirca.  Adottando  però  per  termine  medio  della 
notazione    relativa  alla  terra  27*.  4  si  trova  che  il  medesi- 
XBO  emisfero  solare  era  a  noi  rivolto  nel  Ì6  settembre  e  nei 
giorni  8  marzo ,  4  aprile ,  29  maggio ,  25  giugno.  Ora  noi 
^libiamo    fortunatamente  nna   copiosa   serie  <li  osservazioni 
^dtte  nelle  due  epoche  del  29  maggio  e  25  gingno,  le  quali 
w  accordano  a  dare  il  massimo  di  calore   nell*  emisfero  su- 
iperiore ,  mentre  che ,  come  abbiamo  veduto ,  nel  settembre 
^ra  Beirìnferìore.  Fa  dunque  mestieri  concludere,  o  che  sia 
•afvenuta  nellemisfero  australe  una  variazione  di  temperatura 
dì  circa  'j,»  del  suo  valore  in  gradi  del  galvanometro;  o  che 
questo  cambiamento  sia   meramente  apparente,  e  derivato 
daUa  variazione  di  posizione    dell'equatore  solare  rapporto 
alb  terra.  Dissi  un  cambiamento  di  circa  >|(^  perchò  Temis- 
fero  superiore  superava  di  1°  i  almeno  Tinfcriore  nel  mese 
dì  marzo,  ed  ora  di  altrettanto  esso  appariva  men  caldo,  il 
che  fa  in  tutto  una   diversità   di  3"*  ed   abbiamo  già  detto 
che  r  ago  nel  centro,  a  pila  aperta  devia  di  circa  30*.  Un 
siaùle   cambiamento  non  ò  certamente   impossibile ,   benchò 
poco  verisimile   avendo  noi  colle  nostre   esperienze  abbrac- 
cialo più  di  una  intera  rotazione,  e  perciò  non  potrebbe  dirsi 
cambiamento  locale.  Questa  sola  possibilità  però  derh  ritrarci 
dall' affrettare  veruna  conclusione  che  potrebbe  essere  pre- 
natura.    Ckmsultando  i  numeri  vedesi  che  al  principio  e  al 
fiae  del  suddetto  intervallo  le  differenze  diminuiscono ,  ma 
qnesto  è  un  effetto  della   mutazione  di  posizione  dell'equa- 
tore medesimo,  che  cambia  rapidamente  rapporto  al  circolo 
di  declinazione,  come  può  riconoscersi  calcolando  gli  angoli 
che  esso  fa  col  prefato  circolo. 
Annali  di  Scienze  Mai.  e  Fi$.  T.  IV -  gennaro  1853.  3 
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seg.  ^^"^"""-^^-..^^  preced. 


Per  togliere  quindi  ogni  incertezza  ho  creduto  necessario 
ripetere  lo  esperienze  alle  estremità  delle  corde.  Siano  come 
sopra  le  due  corde  óa,  ed.  In  quostV-poca  Tcquatore  o  piul- 
tosto  il  diametro  dcirellisse  che  ne  è  la  proiezione  è  diretto 
da  e  ad  a»  come  consta  visibilmente  dal  moto  delle  macchie. 
Ora  le  esperienze  diedero  questa  volta  a  più  caldo  di  ò,  e 
e  più  che  d.  Queste  differenze  non  erano  molto  grandi  e  co- 
munemente tra  V  e  i  del  galvonometro,  ma  la  loro  costan- 
za supplisce  alla  piccolezza;  né  può  aspettarsi  maggior  dif- 
ferenza in  punti  collocati  presso  il  lembo,  e  la  cui  forza  è 
indebolita  dal  densissimo  strato  dell'atmosfera  solare  cho  de- 
vono attraversare  i  raggi  per  arrivare  a  noi.  In  queste  espe- 
rienze fatto  negli  estremi  delle  corde  è  necessario  avere  ima 
avvertenza,  ed  é  di  evitare  i  punti  ove  sono  macchie  o  fa- 
cole  perché  la-  loro  presenza  fa  variare  notabilmente  i  risai* 
tati;  e  tale  attenzione  é  tanto  più  necessaria  quanto  che  le 
macchie  sono  a  preferenza  solite  comparire  in  due  zone  pa- 
rallele air  equatore  solare  e  che  in  queste  zone  cadono  i 
capi  delle  corde.  Si  sono  soventi  volte  esaminati  quattro  punti 
collocati  due  sulKequatore  e  due  presso  i  poli,  e  i  risultati 
hanno  combinato  coi  primi.  Queste  esperienze  sono  state  po- 
che perchè  soggetto  alla  obiezione  su  cui  molti  hanno  assai 
insistito  delfatmosfera  terrestre. 

Un  fatto  che  merita  molta  considerazione  è  l'influenza  tanto 
sensibile  delle  macchie,  che  sembra  estendersi  assai  al  di  là 
del  limite  ?isibile  anche  della  loro  penombra.  Ho  vedalo  ta« 
lora  una  piccola    macchia   che  insieme  colla  sua    penombra 
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occofMiva  appena  >|too  deiraperlura  della  pila   fare  abassara 
la  deviazione  di  6"  ed  anche  più  ,  cioè  almeno  '|,5  del  ca- 
lor  tonale.  Eppure  isolando  la    macchia  con  un  piccolo  dia- 
framma essa  avca  un  calore   sensibile  nella  parte  oscura.  Un 
grappo  di  queste  passando  pel  centro  fece  una  volta  chela 
temperatura   ivi  fosse    minore    di  oltre  un  grado    di  quella 
de  era  a  5'  di  distanza  da  esso,  ad  onta  che  in  questo  sito 
ladDosfera  agisca  fortemente.  Il  diminuirsi  adunque  del  rag-^ 
giaroento  in  proporzione  maggiore  delParea  oscurata,  mostra 
clif  r  effetto  delle  macchie  si  estonde  più  lontano  assai  pel 
tilore  che  per  la  luce.  Questo  potrebbe  essere  un  effetto  di 
tormocFOsi,  ma  potrebbe  altresì  ciò  derivnro   verisimilmente 
da  una  notabile    diminuzione  di    luce  che  ha  luogo  attorno 
di  esse,  ma  che  riesce  poco  sensibile  alToccbio  perchè  essa 
è  molto  viva,  sicché  il  termoscopio  che  non  è  soggetto  a  co- 
tate  imperfezione  propria  delle  sensazioni,  può  rivelarci  una 
diminuzione  che  sfugge  all'organo.  E  infatti  la  diminuzione 
di  luce  (non  pare  però  quella  di  calore)  dnl  centro  agli  orli 
ebe  pure  é  tanto  sensibile ,   ad  onta  che  fosse  riconosciuta 
da  Luca  Valerio  accademico  Linceo,  venne  fortemente  con* 
tfadctta  dal  Galileo  (*);  tanto  è  vero  che  l'occhio  ò  cattivo 
giodice  di  queste  diminuzioni.   Le  recenti    osservazioni  del 
8ig.  Dawes   conducono  ad   ammettere    una  nuova  atmosfera 
rhe  riflette  luce  all'orlo  interiore  delle  macchie,  e  nella  igno^ 
ranza  in  cai  siamo  della  vera  causa  di  queste  degradazioni 
non  dobbiamo  esser  diUìcili  ad  ammetter  che  essa  non  possa 
andar  gradatamente  crescendo  dall'orlo  della  penombra  verso 
il  resto  della  parte  luminosa  ,   il  che  anzi  parmi  probabilisr 
^o  (**)•  Qui    adunque    vediamo    estend4*rsi  sempre  più  il 

f)  Vedi  Op.  di  Galileo.  Firenze  T.  Vili  p.  254,  e  T.  VI  pag.  198. 

(**]  Sul  momento  di  mandare  alla  slampa  questo  foglio  ho  fallo  di? 
verse  ostervazioni  solari  col  metodo  del  Sig.  Dawes,  cioè  usando  pic- 
coli diaframmi  airoculare,  e  lasciando  l'apertura  del  telescopio  libera. 
Eiaminando  alcune  macchie  che  osservate  al  modo  solito  parevano  as- 
•ai  precisamente  terminate,  sono  stato  sorpreso  al  vedervi  la  Qioltitiir 
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oampo  di  nostre  ricerche^  alle  qaali  polranoo  riuscire  molto 
utili  i  grandi  strumenti  mossi  da  orologio  coi  quali  sì  pos- 
sono fare  queste  osservazioni  con  molto  maggiore  precisione. 
Non  sarà  poco  per  me  V  avere  accennato  la  via,  che  credo 
la  vera  per  arrivare  a  conoscere  con  qualche  certezza  ciò  che 
finora  é  stato  solamente  materia  di  congetture. 

Tra  le  cose  che  sono  avvolte  in  gran  mistero,  vi  sono  le 
protuberanze  rosse  vedute  in  epoca  di  eclissi  solari:  alcuni 
hanno  sospettato  qualche  relazione  tra  esse  e  le  macchie,  ma 
la  rarità  delle  circostanze  in  cui  tali  fenomeni  sono  visibili, 
non  permettono  che  si  risolva  la  questione.  Ho  accennato 
nell'art,  precedente  p,  208  gli  inutili  tentativi  fatti  per  produrre 
eclissi  artificiali ,  ponendo  nel  foco  del  telescopio  diaframmi 
circolari  opachi  della  grandezza  deirimaginc  solare  onde  rice- 
vendo solamente  i  raggi  degli  orli  estremi  potessero  riuscire 
visibili  le  prcfatc  protuberanze.  Ho  anche  tentato  di  ricercarle 
colla  pila  termo  elettrica,  facendo  cadere  su  di  ossa  i  raggi  che 
passavano  rasente  all'orlo  del  sole,  e  anche  questi  tentativi 
sono  riusciti  vani;  ma  la  difficoltà  di  bene  condurre  queste 
ricerche  è  troppo  grande  e  appena  da  sperarsene  buon  suc- 
cesso con  un  equatoriale  non  mossso  da  orologio;  onde  non 
è  improbabile  che  con  migliore  strumento  possa  ottenersi 
l'intento.  Ad  occasione  del  fatto  detto  di  sopra  che  le  mac- 
chie solari  indeboliscono  tanto  il  calore,  domanda  il  signor 
Faje ,  se  mai  esse  non  sarebbero  condensazioni  di  vapori 
formatisi  nell'atmosfera  solare,  sulle  regioni  meno  calde,  ap- 
punto al  modo  che  vediamo  le  nostre  nebbie  formarsi  a  pre- 


stine delle  focole,  e  punti  oscuri  che  vi  si  scoprivano  attorno.  La  su- 
perfìcie del  sole  pareva  un  mare  in  burrasca  ,  tante  erano  le  inegua 
glianze  di  luce  che  vi  si  vedevano  ;  anche  le  parti  più  uniformi  ap- 
parivano tutte  punteggiate  né  molto  dissimili  dalfaspetto  di  un  campo 
arato  di  fresco.  Anche  proiettando  su  di  un  ampio  cartone  bianco  il  sole 
si  possono  veder  molte  di  queste  ineguaglianze  ,  ma  il  piccolo  dia> 
framma  ne  scopre  molto  di  pid.  Sicché  la  congettura  emessa  di  sopra 
può  considerarsi  come  un^  verità  dimostrata. 
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ferenza  sui  laogbi  nei  qnali  cambia  rapidamente  la  tempe- 
ratora.  Quello  che  si  può  assicurare  è  che  le  facole  che  spes- 
so Irofansi  misto  alle  macchie  non  compensano  punto  la  di- 
minuzione di  calore  prodotta  da  queste ,  anche  qdando  la 
loro  superficie  supera  quella  delle  macchie ,  onde  potrebbe 
sospettarsi  che  le  facole  non  sieno  molto  più  calde  del  resto, 
ma  solamente  siano  prominenze  sul  disco  solare.  Le  ho  ve- 
dute più  volte  presentarsi  ad  un  orlo  assai  larghe  e  decise, 
e  venire  sempre  più  restrìngendosi  neir  accostarsi  al  mezzo 
del  disco  e  ricomparire  allargate  di  nuovo  dall'altra  parte  ^ 
appunto  come  avvenir  deve  di  altissime  montagne.  La  luce 
delie  facole  relativamente  a  quella  dello  parti  in  cui  com- 
pariscono, e  molto  più  intensa  quando  trovansi  presso  gli 
orli  che  presso  il  centro.  Ciò  potrebbe  spiegarsi  ammettendo 
che  esse  in  gran  parte  si  innalzino  sopra  lo  strato  più  denso 
ed  assorbente  dell'atmosfera  solare.  Essendo  ordinariamente 
foriere  delle  macchie,  questo  combinerebbe  con  quello  che 
dicevamo,  poiché  le  macchie  devono  essere  precedute  da  agi- 
tazioni enormi  della  fotosfera  solare  che  ne  innalzano  come 
delle  immense  ondo  le  cui  cime  sorpassano  lo  strato  più 
denso  della  soprastante  atmosfera. 

Per  ciò  che  riguarda  le  diversità  di  temperatura  da  esplo- 
rarsi sull'equatore  solare  secondo  i  difTcrcnti  meridiani^  ab- 
biamo già  detto  da  principio  perché  non  ce  ne  siamo  occupati. 

Tra  le  belle  scoperte  a  cui  hanno  dato  occasione  le  attua- 
li ricerche  é  quella  della  termocrosi  atmosferica  dovuta  al 
sig.  Melloni.  Egli  rifletteva  ingegnosamente,  che  una  parte 
della  diversità  ritrovata  nella  temperatura  delle  varie  parti 
del  disco,  poteva  nascere  dalla  termocrosi  della  atmosfera 
solare  medesima,  la  quale  non  è  improbabile  che  sia  diver- 
sa da  un  punto  all'altro  di  quel  luminare,  e  fu  così  condot- 
to a  cercarla  nell'atmosfera  terrestre.  Questa  egli  trovò  re- 
almente termocroica,  e  vide  che  mentre  l'acqua  lascia  pas- 
sare proporzione  maggiore  di  raggi  al  mezzodì  che  alla  mat- 
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fina,  pel   quarzo  afTumicàto    accade  il   contrario.    Averrdomi 
egli  cortcsomcntc  invitalo  a  proseguire  analoghe  ricerche  per 
l^atmosfera  solare  ho  fatto  diversi  esperimenti  su  questo  sog- 
getto ,  benché  a  dir  vero  non    in  gran  numero ,  essendo  io 
stato  occupato  più  specialmente  in  accertare  t  punti  esposti 
di  sopra.  Ho  dunque  collocato  avanti  alla  pila  successivamen- 
te il  quarzo   puro  e  TafTumicato ,  l'acqua,  il  vetro  verde   e 
l'allume,  e  cercato  se  cambiava  notabilmente  il  rapporto  delie 
intensità  tra  le  varie  parli.  Il  successo  non  é  stato  decisivo, 
perchè  i  raggi  passati  pei  velri  del  telescopio  subiscono  gran- 
dissime perdite  nellatlraversare  queste  altre  sostanze,  e  nel- 
le   intensità  cosi  indebolite  le   diversità  trovate    divenivano 
dell'ordine    stesso  degli  errori    inevitabili  nelle   esperienze , 
onde  é  necessario  rifare  queste   ricerche    con  ulteriori  colu- 
tele.   Osserverò   qui  di   passaggio  che  la   spessezza  dei  ve- 
tri  del    telescopio  è  più    che  sufficiente  a   rendere    il  rag- 
giamento  calorifico  trasmesso   unicamente  composto  di  quei 
raggi  che  passar  possono  pei  vetri,  onde  se  anche  delicatis- 
sime esperienze  condotte  col  metodo  da  me  adoperato  aves- 
sero un  risultato  negativo,  non  proverebbero  essere  atermo- 
croica  l'atmosfera  solare,  e  forse  bisognerebbe  tentarle  con 
lenti  di  varia  natura,  come  per  esempio  quarzo,  sai  gemma 
ecc.  o  almeno  con  lenti  di  vetro  ma  sottilissime  quali  sono 
le  antiche  a  lungo  foco  del  Divini  e  del  Campani. 

A  proposito  poi  di  simili  ricerche  ,  il  nostro  equatoriale 
parvemi  pure  opportuno  per  esplorare  la  termocrosi  dell'atmo- 
sfera terrestre  senza  farvi  intervenire  la  riflessione  speculare 
Per  ciò  tolti  i  vetri  e  ridotta  l'apertura  del  tubo  a  piccole  di- 
mensioni con  un  diaframma  di  8'^'"  di  diametro  ho  interpo- 
sto varie  sostanze,  la  maggior  parte  delle  quali  se  ha  mo- 
strato difTcrento  porporzione  non  ha  manifestato  inversione: 
questa  però  si  é  veduta  nell'acqna  e  nel  quarzo  affumicato  (*). 
I  numeri  sono  stati    dilTercnti  da  quelli  del   signor  Melloni 

(*)  Della  qualità  cioè  cosi  cliiaiuala  dai  iniiieraio^ibli^  e  non  coperlo 
di  negrofumo. 
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ma  qoesto  credo  debba  attribuirsi  airesscrc  il  nostro 
qaarzo  poco  fosco.  La  diOicoltà  di  ottenere  in  queste  espe- 
rienze un  risultato  preciso  é  molto  grande,  specialmente  pres- 
so l'orizzonte  pel  rapidissimo  variare  che  fa  la  forza  del  rag- 
giamentO)  e  quello  che  è  più  la  temperatura  stessa  assoluta 
della  pila,  che  necessariamente  deré  concorrere  in  tali  dif- 
ferenze. Perché  quantunque  sia  dimostrato  che  le  deviazio- 
ni dell'ago  sono  porporzionali  alla  forza  del  raggiamcnto 
quando  la  pila  sta  a  certa  temperatura,  non  ne  segue  che 
la  proparxionaliià  debba  aver  luogo  colla  alessa  legge  di  prima 
ad  una  temperatura  della  pila  diversa  dalla  precedente.  Que- 
sto dubbio  a  cui  non  ho  veduto  data  finora  soluzione  alcu- 
na mi  ha  fatto  metter  da  parte  numerosissime  esperienze 
fatte  con  gran  fatica  per  trovare  la  legge  di  assorbimento 
dell'atmosfera  terrestre  nelle  varie  ore  del  giorno,  le  quali 
saranno  ripigliate  e  discusse  quando  abbia  dissipato  le  dif- 
ficoltà insorte  su  questo  proposito. 

Soggiungo  un  quadro  dei  risultati  numerici  su  cui  si  spog- 
giano le  conclusioni  superiori ,  questi  sono  estratti  da  una 
nolto  più  copiosa  serie  che  trovasi  nei  giornali  di  osserva- 
zione e  che  sarebbe  troppo  lunga  ed  inutile  il  qui  trascri- 
vere: le  attuali  però  sono  sudìcienti  a  dare  una  idea  degli 
altri.  Quando  i  risultati  di  molte  serie  non  differivano  più 
che  di  0.  2  di  grado  ho  preso  il  medio  comune,  le  altre  si 
sono  conservate  come  erano  meramente  copiandole  dalTorigi- 
nale.  Del  resto  io  sono  ben  lungi  dal  credere  questo  sog- 
getto esaurito ,  anzi  non  dubito  di  asserire  che  i  risultati 
ottenuti^  allora  solamente  potranno  passare  allo  stato  delle 
verità  fisiche  dimostrate  quando  dopo  una  lunga  e  costante 
serie  di  osservazioni  fatte  coll'assiduità  stessa  delle  osserva- 
ziooi  meteorologiche  saremo  arrivati  ed  eliminare  le  variazio- 
ni accidentali  che  non  possono  a  meno  di  non  esser  gran- 
dissime in  un  corpo  della  natura  che  è  il  sole  e  che  trova- 
si in  circostanze  fisiche  tanto  singolari  a  noi  completamente 
sconosciute. 
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ESPERIENZE  ALLE  ESTREMITÀ'  DELLE  CORDE 

r(.B.  Le  lettere  sono  relative  alle  figure  date  di  sopra 


GIORNI 

{a) 

{b) 

(«) 

{d) 

5  Giug. 

17.7 

18.2 

18.  1 

18.6 

6  Giug. 

21.0 

21.8 

20.8 

21.5 

detto 

20.0 

20.2 

18.3 

20.2 

24  Giug. 

14.0 

14.7 

13.0 

13.5 

detto 

14.2 

14.8 

1.^8 

16.7 

30  Giug. 

15.9 

17.0 

13.  5 

15.0 

13  Sett. 

20.  1 

19.5 

21.2 

20.  1 

i7  Sett. 

20.3 

20.0 

1 

20.9 

20.  0 

Qael  che  si  è  detto  Boora  non  é  snfficicnte  per  fissare  la 
legge  colla  qnale  procede  il  decremento  di  temperatura  dai 
centro  agli  orli  dovuto  all'azione  dell'atmosfera  solare;  ma 
é  eridente  che  questa  seconda  questione  non  poteva  risol- 
Tersi  senza  aver  precedentemente  esaminato  la  prima,  vale 
a  dire  se  la  temperatura  del  corpo  raggiante  fosse  eguale 
dappertutto,  ed  ora  nel  cercare  la  legge  dell'assorbimento 
prodotto  dalla  sua  atmosfera  dovremo  tener  conto  delle 
irregolarità  scoperte.  Benché  le  esperienze  fatte  fin  qui  non 
neno  state,  come  ho  detto,  dirette  al  fine  di  trovare  la  legge 
dell  assorbimento,  pure  ad  occasiono  che  il  sig.  Plana  ha  espo* 
sto  nel  n^  813  deìVAstronomische  Naehrichten  alcune  formole 
molto  più  semplici  che  quelle  di  Laplace  per  calcolare  qual  sa- 
rebbe la  quantità  di  luce  che  noi  riceveremmo  dal  sole,  se 
qaest*astro  fosse  spoglio  di  atmosfera  assorbente,  ho  voluto 
rifare  questo  calcolo  servendomi  dei  numeri  trovati  nella 
prima  serie  delle  mie  ricerche,  perchè  in  quelli  il  diafram- 
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ma  asato  era   assai  ristretto.  Prcndoudo  per  tanto  un  me- 
dio tra  i  valori  deiriiilcusità  sopra  e  sotto  il  centro  e  cosi 
supponendo  la  curva  siminelric.i,  si  avranno  i  seguenti    dati 
fondamentali,  abbastanza  approssimati. 

Distanza  dal  centro     O'.O     Intensità  jj.=:  1  00 
II.IU.     •     •  .     83 .  06 

1^.    \j  Ji    •       •       •       .       33  •  OD 

E  cosa  degna  di  osservazione  che  trovando  per  interpola- 
zione sulla  curva  media  dedotta  dalle  nostre  osservazioni  fin- 
tensilà  calorifica  per  un  punto  distante  dal  centro  aU  dei 
diametro  solare  si  trova  jui:=s0.725^  ora  il  numero  dato  da 
Bouguer  relativamente  alla  luce  nello  stesso  luogo  é  =  0.729. 
la  quale  coincidenza  quasi  completa,  prova  die  per  la  luce 
e  pel  calore  non  deve  esservi  grande  disuguaglianza. 

Per  intendere  i  risultati  del  calcolo,  é  nece^isario  premet- 
tere alcune  cose.  Si  immagini  un  osservatore  nel  punto  che 
per  noi  corrisponde  al  centro  del  disco:  esso  avrà  la  terra 
al  suo  zenit;  quando  noi  collochiamo  ia  pila  fuori  del  detto 
centro,  il  punto  esplorato  ha  per  l'osservatore  supposto  una 
distanza  zenitale  9 ,  il  qual  angolo  ha  per  seno  la  distanza 
della  pila  al  centro  del  disco,  l  due  punti  che  noi  abbiamo 
assunto  distorebbero  adunque  dal  vertice  di  quell'osservatore 
il  primo  Ad"*  55',  e  Tatro  tiS''  49'.  Quest'ultimo  ò  un  limite 
molto  superiore  alla  distanza  in  cui  la  legge  supposta  da  La- 
place per  le  rifrazioni  terrestri  trovasi  esatta,  e  sulla  quale 
in  sostanza  è  basata  quella  delPassorbimento.  Se  si  suppon- 
ga adunque  una  legge  determinata  di  assorbimento  e  dietro 
questa  dalla  intensità  di  calore  e  di  luce  osservata  io  duo 
o  più  punti  a  distanza  nota  dal  centro,  si  cavi  la  diminu- 
zione di  intensità  che  ha  luogo  nei  centro  stesso  per  fazio- 
ne dell'atmosfera  solare;  il  valore  di  questa  deve  esser  iden- 
tico nei  due  casi.  Colla  stessa  ipotesi  si  potrà  anche  calco- 
lare quale  sia  la  perdita  che  soffre  la  luce  o  il  calore  ema- 
nato da  tutta  la  superficie  solare  nel  {issare  per  la  sua  prò- 
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pria  atmosfera ,  e  se  la  legge  sopposta  è  giusta,  questi  va- 
lori altrcsi  devono  esser  uguali  ancorché  si  deducano  da  os- 
servazioni fatte  in  punti  differenti»  Partendo  adunque  dalla 
ipotesi  di  Laplace  il  calcolo  dà  i  risultati  compresi  nel  se- 
gueotc  quadro. 
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La  prima  colonna  dà  il  valore  approssimato  della  distanza 
del  punto  esplorato  al  centro  del  disco,  in  parti  del  raggio 
del  disco  medesimo. 

La  2^9  l'angolo  G  di  cui  abbiamo  parlato  sopra. 

La  3^ ,  rintensttà  residua  della  luce  al  centro  del  disco 
dopo  aver  passato  la  spessezza  dell'atmosfera  solare,  essen- 
dosi presa  per  unità  la  sua  intensità  primitiva  quale  è  nella 
fotosfera. 

La  4" ,  dà  il  valore  della  intensità  totale  residua  della 
luce  quale  si  ha  attualmente,  essendo  presa  per  unità  qnella 
che  si  avrebbe  se  il  sole  fosse  privo  di  atmosfera. 

La  5*,  dà  lo  stesso  valore  in  numeri  tondi  che  pel  caso 
nostro  sono  sufficienti. 

Il  valore  della  1^  e  3'  linea  orizontale  è  dedotto  diret- 
tamente dagli   esperimenti   nostri,   quello   della    seconda  é 
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quello  dì  Bougaer  corretto  secondo  Tindicazione  di  Plana  e 
desumendo  i  dati  dalla  interpolazione  fondata  sulle  noslre 
osservazioni. 

Anche  una  semplice  occhiata  alle  colonne  3^  e  4^  che  con- 
tengono i  valori  che  dovrebbero  essere  costanti ,  fa  vedere 
che  ripotesi  di  Laplace  non  può  sostenersi  in  modo  alcuno, 
anche  lontano  da  quei  limiti  che  egli  credeva  non  potersi 
passare  nel  farne  Tapplicazione. 

Quantunque  ulteriori  esperienze  siano  per  dare  elementi 
più  accurati  per  questo  calcolo^  la  diversità  però  è  tanta  da 
non  poterne  sperare  un  successo  gran  fatto  migliore.  Tutta- 
via per  un  approssimazione  grossolana  possiamo  dire,  pren- 
dendo un  medio,  che  l'atmosfera  solare  al  centro  assorbe  cir- 
ca sette  decimi  del  calor  totale,  e  che  Tintensità  totale  del 
calore  che  attraversa  Tatmosfera  solare  per  arrivare  a  noi  è 
poco  più  di  un  decimo  di  quello  che  ha  luogo  nella  fotosfe- 
ra stessa;  cioè  che  senza  l'inviluppo  assorbente  di  cui  è  do- 
tato il  sole,  esso  ci  apparirebbe  quasi  10  volte  più  caldo 
ed  altrettanto  più  lucente.  Dopo  ciò  ognuno  vede  quale  idea 
noi  dovremo  formarci  della  elevazione  di  temperatura  che 
ha  luogo  nella  fotosfera  solare,  se  quella  che  deducesi  dalla 
sola  diminuzione  in  ragione  inversa  del  quadrato  delle  di- 
stanze, prendendo  a  base  Tintensità  quale  noi  l'abbiamo  alla 
superBcie  terrestre,  supera  già  ogni  nostra  imaginazione  !  Veg- 
gasi  su  di  ciò  quanto  dice  Sir  I.  Herschel  Oiulines  ofAsiron. 
n.  396  e  segg.  Per  produrre  un  tanto  assorbimento  Tatroo- 
sfera  solare  dovrà  essere  in  proporzione  molto  più  densa  di 
quella  che  circonda  il  nostro  globo.  Ma  questa  atmosfera 
sarà  essa  quella  che  forma  la  corona  visibile  nelle  ecclissi  ? 
e  di  quanto  supererà  essa  l'altezza  a  cui  arrivano  le  pro- 
tuberanze rossastre  che  secondo  alcuni  osservatori  sareb- 
be di  più  diametri  terrestri  ?  Il  sig.  Faye  crede  che  innanzi 
di  estendere  i  limiti  di  questa  atmosfera  debbansi  aver  ri- 
guardo a  lasciar  libero  un  sufGciente  spazio  pel  corso  delle 
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comeic.  La  gran  cometa  del  1843  nel  sno  perielio  passò  a 
disianza  dalla  superGcie  del  sole  di  circa  *|^  del  semidia* 
netro  solare  vale  a  dire  che  essa  sarebbesi  vedala  (  se  fos- 
se stala  cospicaa)  alia  distanza  di  poco  più  che  due  minntì 
dal  lembo.  Le  protuberanze  non  hanno  Gnora  superato  tal 
elefizione  apparente,  ma  la  corona  estendendosi  a  circa  mez- 
zo grado  occuperebbe  parte  notabile  dello  spazio  necessario 
al  moto  libero  delle  comete,  le  quali  pur  circolano  attorno 
al  sole  secondo  le  leggi  di  Keplero.  Forse  alcune  irregola- 
rità non  ancora  ben  conosciute  nel  muto  di  questi  astri  e  la 
dìflÙDuzioDC  apparente  del  volume  di  alcuni  di  essi,  e  forse 
anche  di  massa  (  cosa  non  più  improbabile,  giacché  abbia- 
no veduta  perseverare  la  divisione  della  cometa  di  Biela  in 
dae  )y  potranno  avere  spiegazione  nella  resistenza  al  loro  mo- 
to deiralmosfera  solare  come  la  suddetta  divisione  della 
coneta  di  Biela  può  essere  av.venuta  dallo  scontro  con  qual- 
che  asteroide  le  cui  orbite  essa  attraversa.  Questo  è  un  sog- 
getto a  dir  vero  molto  oscuro,  in  cui  solo  si  possono  fare 
ooDgettare,  ma  nuovi  studi  potranno  spargervi  qualche  lume; 
lOD  è  poco  sapere  a  quale  scopo  debbano  tendere  le  ricer- 
che forse  il  moto  delle  comete  potrà  un  giorno  istruirci  sui 
Emiti  deiratmosfera  solare  ,  come  Tassorbimento  caloriGco  e 
Ibbuìooso  ce  ne  svela    l'esistenza  (*). 

n  I  tentiinenti  e  le  congetture  del  Sig.  Faye  sdì  punti  capotti  «li  so- 
pri, tino  slati  eolralti  da  una  sua  cortesissìma  lettera  scrittaci  dopo  la 
eowiBicasioiie  dei  nostri  lavori  da  esso  fatta  all'accademia  di  Francia. 
La  prwia  di  queste  comunicazioni  (V.  C.  R.  T.  XXXIV,  p.  643)  diede 
kwgo  ad  alcune  osservazioni  del  sig.  Arago  inserite  nel  C.  R.  T. 
XXSl V,  pag.  657,  nelle  quali  Tillustre  secretario  delFAccademia  richia- 
■ava  alcuni  de^suoi  antecedenti  lavori  fotometrici,  e  insieme  altri  pro- 
pUi  da  se  ideati  per  esplorare  il  calor  solare,  mediante  termometri  col- 
locati nella  imagine  solare  di  un  grande  obiettivo  acromatico.  Questi 
preparativi  erano  in  corso  a  mia  insaputa  quando  io  mi  occupava  di 
(fiieste  rtcercbe.  Me  io  poteva  averne  contezza,  non  essendo  cosa  alcuna 
4i  tali  progetti  pubblicata  nei  Conti  Resi,  ed  essendosi   tutto  passato  a 
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viva  voce  o  nella  accademia  o  nel  Bureau  delle  longitudini.  La  memoria 
letta  il  29  aprile  1850,  vi  è  solamente  annunciata  e  lo>  stesso  estratto 
della  memoria  de]  20  Maggio  dello  steaso  anno  non  conjtiene  punto 
cosa  alcuna  relativa  al  calore.  Così  pure  nel  discorso  pronunzialo  dal 
medesimo  nella  seduta  pubblica  dell'Accademia  e  publicato  nel  Giornale 
ì'Institul  14  e  21  Gennaio  1852,  nulla  trovasi  di  particolare  che  sia  re- 
latìvo  al  calore. 

Tuttavia  dalle  parole  del  sig.  Arago  qualche  giornale  prese  occasione 
di  riguardare  queste  ricerche  come  una  occupazione  degli  altrni  scienti- 
fici diritti:  però  non  altro  intendeva  che  assicurare  per  ^  la  priorità  4i 
pensarocnlOy  il  che  io  non  esitai  a  riconoscere  ne|la  mia  lettera  inserita 
nel  C.  R.  T.  XXXIV,  p.  949. 

Il  metodo  però  da  Cbso  ideato  dovea  riuscire  in  pratica  più  arduo  as- 
sai del  mio,  giacche  vedo  che  Timagine  diretta  ottenuta  con  un  obiet- 
tivo di  4*^,80  e  del  diametro  di  IO  pollici  (non  acromatico)  che  esiste  ii| 
questo  osservatorio,  è  assai  piccola  relativamente  alla  grandezza  di  qua- 
lunque anche  piccolissimo  termometro^  quali  sono  alcuni  di  Bellani  e 
Bunsen  che  non  eccedono  2  millim.  in  diametro  del  bulbo.  Molto  tempo 
fa  io  avea  l'atto  il  progetto  di  esaminare  il  calpre  delle  macchie  solari 
con  un  grande  obiettivo  di  campani  di  35  piedi  di  lunghezza  focale  MsaQ- 
do  però  la  pila  termoelettrica.  Ma  la  difficoltà  di  fisaare  questa  relativa- 
mente alla  lente,  avea  reso  inutile  ogni  tentativo,  tanto  più  che  io  non 
poteva  fare  tali  esperienze  che  presso  il  tramonto  e  a  sole  molto  indebo- 
lito. Anche  il  sig.  Arago  come  apparisce  nella  citata  communicazione  de| 
3  maggio  1852  avea  avuto  la  stessa  idea  per  il  calore  solare  ma  trovatovi 
varie  difficoltà. 
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Seneca  parlando  della  Goinclo  disse  : 

<c  NoD  ci  rechi  meravìglia  che  ai  presente  signori  la  leggo 
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im  novimeDli  delle  coniele  che  rare  volte  si  yedono  e  non 
si  conosca  il  principio  ed  il  6ne  della  rìvolnziono  di  questi 
astri  che  da  nna  distanza  smisurata  a  noi  ritornano.  Verrà 
OD  tempo  in  cai  le  cose  che  ora  sono  occulte  richiamerà  a 
chiara  luce  lo  studio  e  la  diligenza  dell'età  avvenire,  in  cui 
i  nostri  posteri  si  meraviglieranno  della  nostra  ignoranza. 
Verri  un  tempo  in  cui  alcuno  mostrerà  in  quali  parti  del 
rìdo  si  rivolgono  le  comete  ,  e  perché  sì  lungi  dagli  altri 
istn  camminino,  e  quante  e  quali  siano  ». 

Quanto  Seneca  pel  suo  entusiasmo  presagiva  riguardo  alle 
jDomete  j  ci  sembra  che  si  potesse  pur  dire  della  Fisica  la 
faaie»  in  quell'epoca  specialmente,  tutta  consisteva  in  opinio*- 
n,  6  noQ  verità,  io  pensamenti  di  una  setta  particolare ,  e 
■OD  dogmi  di  fisica,  in  dottrine  infcronde^  e  non  prìncipii  per 
la  spiegazione  dei  fenomeni.  Questo  stato  durò  fintanto  che 
Galileo  Galilei,  tra  i  primi,  spinto  dal  suo  genio  e  vinte  le 
avversioni  e  le  massime  radicate  per  più  secoli,  prese  ad  in- 
lennogare,  e  seppe  intendere  il  muto  linguaggio  della  natura. 
Giunse  cosi  per  la  fisica  quell'epoca  che  per  le  comete  pro- 
fettizzava  Seneca,  come  viene  dimostrato  dai  più  accreditati 
coni  di  questa  scienza,  che  da  tal'opoca  fino  ad  oggi  sono 
stati  pubblicati.  A  maggior  conferma  di  quanto  asserivamo 
ci  è  grato  far  qui  particolare  menzione  dell'  indicalo  corso 
éi  fisica  del  prof.  Zannotti. 

Decorsi  più  secoli  di  non  mai  interrotti  esperimenti  fisici, 
dopo  riprodotti  sotto  tante  e  variate  circostanze  i  fenomeni 
della  natura,  dopo  conosciute  e  confermate  dai  tempo  e  dai 
fatti  le  leggi  colle  qnali  opera  questa  natura  ,  non  restava 
altro  che  partirò  da  questi  princìpii  e  con  essi,  ajutati  del 
potente  mezzo  del  calcolo  e  delia  geometria,  procedere  alla 
deduzione  di  necessarie  conseguenze.  Quindi  col  dottò  Au* 
tore  conveniamo  che  nella -esposizione  delle  teoriche  fisiche 
debbasi  oggi  far  uso  del  calcolo  :  ma  nello  stesso  tempo  è 
nostro  desiderio  che  in  corrispondenza  venghino  al  fine  coor- 
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<ÌMUi(i  2it  4ta«lii  ileila  cleneiitare  filosofia,  affinchè  il  Santaa- 
rio  lidia  scienza  non  si  presenti  iagonbro  di  difficoltà  fino 
dal  joo  limitare.  Coa  «foesto  desiderio,  che  solo  può  essere 
a4Ìet{iiataBeBte  apprezzato  da  chi  dedicò  gli  aooi  di  sua  vita 
alla  istnuiooe,  direiBo  che  l'egregio  Professore  Zannolti  ha 
difiso  il  sao  lavoro  in  Bove  libri,  e  ciascuno  in  certo  Dame- 
rò di  sezioni,  oode  neglio  dbtrìhaire  e  classificare  le  mate- 
rie d2  esso  eoa  molta  chiarezza  STilappate. 

Il  primo  e  secondo  libro  è  dedicato  alla  esposizione  delle 
nozioni  di  meccanica  razionale,  nella  qnale,  con  breri  e  di- 
rette dimostrazioni,  fcagooo  stabiliti  e  svolti  i  priocipii  della 
dinamica,  che  è  qnanto  dire  rengono  collegato  in  formale  le 
principali  leggi  delle  forze,  ossia  delle  cagioni  dei  fenomeni  fi- 
sici considerati  sotto  il  carattere  cornane  di  movimento.  Succe- 
dono a  qoesti  principii  quelli  della  composizione  e  decomposi- 
zione delle  forze,  i  quali  sono  immediatamente  applicati  alla 
ricerca  dei  centri  di  gravità;  e  coir  ajnto  degli  uni  e  degli 
altri  priucipii  passa  l'A.  alla  discesa  verticale  dei  corpi  nel 
vuoto,  lungo  i  piani  inclinati,  e  per  archi  di  curva,  alle  oscil- 
lazioni dei  pendoli  circolari,  ed  alla  gravitazione  universale. 

Le  forze  molecolari  formano  il  soggetto  del  terzo  libro 
nel  quale,  dopo  la  loro  classificazione,  si  parla  del  calore  in 
ordine  ai  sooi  effetti  molecolari,  della  compressione  e  dila- 
tazione dei  corpi,  della  influenza  di  esse  sulla  loro  tempe- 
ratura, del  calore  specifico,  del  cangiamento  di  stato  dei  cor- 
pi, ed  infine  dei  principali  termometri. 

Come  applicazione  delle  verità  sviluppate  e  discusse  nei 
tre  precedenti  libri,  nel  quarto  si  tratta  della  Idrostatica  ed 
Idrodinamica.  Nella  prima  colla  consueta  chiarezza  si  svolgono 
dairA.  le  leggi  delfeqailibrio  dei  liquidi,  dei  fenomeni  capilla- 
ri, deirequilibrio  dei  gas,  della  tensione  dei  vapori ,  e  dell* 
equilibrio  di  questi  nei  gas:  nella  seconda  TA.  tratta  quanto  evvi 
di  maggiore  interesse  intorno  ali*  eflSusso  dalle  luci  dei  reo 
pienlì,  al  movimento  dell'acqua  nei  tubi  e  nei  canali,  ed  alfef- 
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flusso  e  coadotU  dei  gas:  applica  le  verità  idrodinainiclie  ai 
fiomi,  e  quelle  idrostatiche  alla  determinazione  delle  densità 
oei  solidi^  nei  liquidi,  e  nei  corpi  aeriformi. 

racustica,  colla  quale  compiesi  il  primo  volume,  forma  il 
tesa  del  quinto  libro,  in  cui  si  contiene  quanto  di  maggiore 
interesse  può  presentarsi  in  un  corso  di  fisica. 

Il  sesto  libro,  col  quale  ha  principio  il  secondo  volume,  è 
destinato  allo  sviluppo  di  ciò  che  spetta  alla  Elettrostatica  ed 
Elettrodinamica.  Nella  prima  l'A.  considera  Telettricità  pro- 
dotta per  attrito,  e  dei  mezzi  per  misurarla,  Telettricità  in- 
dotta ,  e  le  differenti  sorgenti  di  elettricità  statica.  La  Pila 
di  Volta,  i  fenomeni  magnetici,  quelli  della  Pila,  le  diverse 
forme  dell'  apparato  voltiano ,  la  teorica  di  Ohm  sulle  leggi 
della  pila^  e  Tinduzionc  elettrodinamica  formano  i  temi 
della  elettrodinamica  medesima,  le  sorgenti  della  quale  vengo- 
IO  divise  in  azione  chimica  e  contatto,  in  azione  termica,  ed 
irioai  fisiologiche. 

Non  manca  il  chiaro  A.  applicare  le  dottrine  esposte  nel 
presente  libro  alla  telegrafia  elettrica,  ed  alle  arti. 

Nel  libro  settimo  si  tratta  della  luce  diretta,  della  rifles- 
sione speculare  ,  della  rifrazione  semplice  ,  degli  strumenti 
ottici,  delle  interferenze,  doppia  rifrazione,  fenomeni  di  pò* 
lariizazione  e  dei  colori. 

Il  libro  ottavo  contiene  quanto  può  desiderarsi  a  comple- 
mento della  teorica  del  calore  del  quale  trattò  FA.  nel  1."* 
volume. 

Colla  Meteorologia,  cioè  i  venti,  le  idrometeore^  la  tempe- 
ratura terrestre,  ed  i  fenomeni  luminosi  dell'atmosfera,  che 
formano  il  nono  libro,  si  compie  il  corso  di  Fisica  dell'egregio 
Sig.  Prof.  Zannotti,  e  colla  esposizione  delle  materie  in  esso 
trattate  crediamo  aver  dato  un  saggio  dello  stato  attuale  di 
quella  scienza  fisica,  che,  al  dire  dell'A.se  privata  venisse  del 
sussidio  delle  scienze  esatte,  sarebbe  l'istesso,  se  fosse  pos- 
sibile, che  farla  retrocedere  di  due  secoli.  M.  A. 
jinnaU  di  Scienze  Mal,  e  Fii.  T  IF.  febhraro  1853.  4 
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INTORNO  LE  SVILUPPOIDI  E  LE  SVILUPPATE 

RICERCHE 

DEL   Ma.  VnOW.  VRAJyCESCO  BRIOSCHI. 

La  (corica  delle  sviluppate  a  doppia  curvatura  delle  linee 
piane,  e  delle  sviluppate  delle  lince  a  doppia  curvatura  è 
dovuta  a  Monge.  Nella  sua  nicmorìa  che  fa  parte  del  tomo 
X  delle  Memorie  presentate  all'Istituto  di  Parigi  e  forma  un 
capitolo  dell'opera  «  Application  de  TAnalyse  a  la  Geometrie  » 
si  rinvengono  Tequazione  della  superficie  sviluppahile  luogo 
geometrico  delle  sviluppale  di  una  data  linea,  e  le  equazio* 
ni  alle  derivate  mediante  le  quali  si  determinano  nei  casi 
particolari  le  sviluppate  medesime.  Laurret  in  una  memoria 
inserita  nel  Tomo  li  (An.  1811)  deirultima  serie  delle  Mc- 
moires  préseutés  prese  a  considerare  le  svilnppoidi  delle  K- 
nee  piane,  e  delle  linee  a  doppia  curvatura,  ossia  le  curve 
di  cui  le  tangenti  vengono  segate  da  una  curva  data  qua- 
lonqae  sotto  un  angolo  costante,  le  quali  comprendono  come 
caso  speciale  le  sviluppate:  Altre  memorie  più  recenti  esi- 
stono su  questo  argomento,  e  fra  le  principali  quella  del  prof. 
Minich  sullo  sviluppo  delle  curve  piane,  quella  del  prof.  Mo- 
lìns  sullo  sviluppate  delle  lineo  a  doppia  curvatura,  e  quella 
del  Prof.  De  Morgan  sullo  sviluppato  delle  lince  sferiche  (I). 

In  questo  breve  lavoro  presentiamo  alcune  proprietà  ge- 
nerali delle  sviluppate  e  delle  sviluppoidi  le  quali  si  ricava- 
no spontaneo  dalla  loro  definizione. 

La  porzione  della  retta  tangente  la  sviluppoide  e  secante 
la  curva  data  (trajettoria)  sotto  un  angolo  dato^  compresa  fra 


(i)  Nuovi  saggi  deiraccademia  di  Padova.  Voi.  V.  —  Journal  de 
LiouvìUe  T.  Vili.  —  The  Cambridge  and  Dublin  Mathemalical  Journal. 
November  1851. 


(  51  ) 
il  paolo  di  coDlatlo  ,  ed  il  pnoto  di    inCersoriono    chiamasi 
raggio  della  sviluppoidc ,  e  denoDiiaeremo    punti  corrispon- 
denti i  punti  su  indicati. 

Indicheremo  con  Xj  y,  z^  s  le  coordinate  di  un  punto  qua^ 
looque,  e  Parco  di  una  sviluppoidc  o  di  una  sviluppata  di 
una  curva  qualunque  ;  e  con  p  ,  q  ,  r^  a  le  coordinate  del 
paolo  corrispondente,  e  l'arco  della  trajcttoria  o  della  svilup- 
pante. Chiamando  i  il  rngf^io  della  sviluppoidc,  per  la  defi- 
nizione si  avranno  le  equazioni  : 

x'  y'  z' 

(1)         p^x^ty,      q=zy^i—,      r=«-+-r-r 

S  8  S 

(2) .  p'x'  H-  q'y'  -+-  r'z'  =  »<:'  CQS.O) 

■file  quali  gli  acconti  quando  non  si  avverta  altrimenti,  in-* 
dicano  derivate  rispetto  ad  una  variabile  di  cui  si  ritengono 
foozioni  le  />,  q^  r,  Xy  y,  jz  ed  o)  è  Tangolo  costante  che  la 
tangente  alla  trajcttoria  nel  punto  di  coordinate  p  9  qy  r  fa 
colla  tangente  alla  sviluppoidc  nel  punto    corrispondente    di 

coordinate  x,  y,  z.  Allorquando  o)  =  —    la  sviluppoide   di- 

venta  la  sviluppata. 

Per  determinare  il  valore  di  t  si  derivino  le  equazioni  (1), 
ed  ì  valori  di  p\  q\  r'  si  sostituiscano  nella  (2) ,  si  ottiene 
la: 

s'  -^  t'  =ff'cOS.CJ 

dalla  quale  indicando  con  e  la  costante  introdotta  dalla  in< 
legrazionc  si  ha: 

/  =  <7COSQ-4-C  —  8 

e  per  le  sviluppate 

/  =  e  —  s, 

x'       y'        z' 
Dalle  equazioni  (IK  (2)  eliminando  i  coseni  -r  9  -p  9  t~^Ì 

^  8  8$ 

Ottiene: 


(52) 
{p — x)p'  4-  ((/— y)j'  -4-  (r — z)r  =?  (/cos  O)  (^cos  o)  +  e  —  $) 

equazione  di  un  cono  retto  avente  il  vertice  al  punto  di  co* 
ordinate  p,  qy  r;  di  cui  Tasse  è  la  tangente  la  trajettoria  nel 
medesimo  punto,  e  di  cui  l'apotema  fa  coITasse  Tangolo  cj. 
Derivando  l'equazione  stessa  avendo  riguardo  alla  (2)  si  ot- 
tiene : 

(p  _  x)p"  -h  (q—  y)q"  -+-  (r  —  «)r"  -ha'^sen^ 

=  a"coscù  {gcosq  -h  c  —  «). 

Se  da  questa  equazione  ,  e  dalla  penultima  si  eliminasse 
'  la  variabile  rispetto  alla  quale  sono  prese  le  derivate  si  a<^ 
vrebbe  la  equazione  della  superfìcie  luogo  geometrico  delie 
sviluppoidi.  Dalle  medesime  equazioni  scorgesi  facilmente  es« 
sere  la  caratteristica  di  questa  superficie  una  curva  piana 
anzi  una  iperbole. 

Ponendo  per  brevità  -p-  =  o  é  derivando  le  equazioni  (1) 

si  hanno  le  : 

(3)    p'=(l+vy-hvx'\  ?=(l-+-t?')y'-f-py",  r'={ì-hvy-hvz" 
le  quali  quadrate  e  sommale  danno  : 

Ora  dal  valore  di  v  ricavasi  : 

(1  -4-t?')5'  -H  t?5"=  O'COS  61 

per  cui  sostituendo  : 

d'"  sen'fi)  =  v^x"^  -hy"*  4-  z"'  -  5"») 

ed  indicando  con  p  il  raggio  di  curvatura  della  sviluppoide 
al  punto  di  coordinate  x,  y,  z  si  ha: 

pj'  seno»)  ==  ti* 
e  pel  caso  delle  sviluppate  : 

per'  =  ts*  , 


(  53) 
Le  equazioni  (3)  moltiplicate  ordinatamente  perx",y",  x^ 
e  sommate  ,  aìlorqnando  ritengasi  la   s   essere   la  variabile 
principale  danno  la  : 


e  qaesta  moltiplicata  per-^  mutasi  nella 

cos  0|  =  — 7  =  senGj 

essendo  Aj  f  angolo  che  la  tangente  alla  trajettoria  fa  col 
raggio  del  circolo  osculatore  la  sviluppoide  nei  punti  corri- 

spoodenti.   Quando  o)  =  —  sarà  (^  =0,  cioè  la  sviluppata 

è  geodetica  sulla  superGcie  polare. 

Se  dalle  equazioni  (3)  si  elimina  il  binomio   (1  -h  v')  si 
olteogono  le  : 

pY  —  q'x'  =  v(y'x"—y''a^)  ,     rV  -p'z!  =  t?(xV'— x"z'), 

le  qaali  moltiplicate  ordinatamente  per  z",  y'\  x"  e  sommate 
membro  per  membro,  indicando  con  Ci  l'angolo  che  la  tan- 
gente alla  trajettoria  fa  colla  perpendicolare  al  piano  del  cir- 
colo osculatore  la  sviluppoide,  danno  : 

cos.c,  =  0 , 

ossia  la  tangente  la  trajettoria  è  la  comune  intersezione  dei 
piani  osculatori  alle  due  curve  in  punti  corrispondenti. 

Derivando    nuovamente    le    equazioni  (3)  si  hanno  le  sc- 
gnenti  : 

/  =t?'V  -H  (1  -4-  2v')x"  ^-  vx"' , 
r"  =  t7' V  H-  (1  4-  2oy  H-  vz'"  . 


(54) 
Si  molliplirhino  queste  equaziooi  ordinatamente  per  x\  y\  z' 
e  sommandole  membro  per  membro  si  avrà 

p"a/^  gY  ^  r"z'  =  v"8"  -4-  (1  -i-  2vys" 

Riteniamo  per  maggiore  semplicità  essere  or  la  Yariabile  prin- 
cìpalcy  sussisterà  la  equazione  : 

(1-4-  2i;V«"H-  rV"  =  —  vsV  , 

per  cui  sostituendo  : 

s 


'4 


P 
Chiamando  d  il  raggio  di  curvatura  della  trajettoria  al  punto 
di  coordinate  p,  q;  r;  ed  a,  Tangolo  che  il  raggio  stesso  fa  col 
raggio  della  sviluppoide,  si  ha  : 

cos.dj  =  —  t.a  — 

P 

ossia  per  Tequazione  (4)  : 

cos.a^  = sen  g)  . 

t 

Da  questa  ponendo  per  t  il  suo  valore  ricavasi  : 


,  sen  Gì) 
$  =z  d h  ^  cos  G 

COS.Oz 

n 
0)  =  — 

2 

sarà 

flB 

d 

8  = h  e, 

cos.a^ 

e  se  la  sviluppante  e  la  sviluppata  sono  linee  piane  cos.a.:!, 
e  si  ha  la  notissima  : 


e. 


(  55  ) 
Se  la  trajettoria  e  la  STiluppoide  sono  piane  gli  angoli  Oè^  a 
SODO  Tuno  complemento  dell  altro  e  si  ha  : 

5  =  d  sen.Gi)  -4-  a  cos.  w  -4-  e 


la  qaale  formola  venne  già  data  dal  Prof.  Minich. 

Dai  Talori  trovati  di  // ,  q  y  r ,  p^,  9",  r'',  si  ricavano  le 
seguenti  equazioni  : 

+  v\xY'-^"'y") 

/r"-/r'=(l-4-»')  [(1-4-2»'—  ^)(x'ii"-x"z')+v(x'z"'..x"'z')'\ 


x'       y'       «' 
Queste  ordinatamente  moltiplicate  per  -7-  »  -,-  >  -7-  «  «om- 

^  S  !{ 

male  danno  avendo  riguardo  alTequazinc  (4)  : 

9'cos.a3  =:^'.sen'&)  , 

nella  quale  03  indica  Tangolo  che  il  raggio  della  sviluppoide 
fa  C4)lla  perpendicolare  al  circolo  osculatore  la  tnijettoria ,  g> 
Tangolo  di  contingenza  della  trajettoria,  é  V  angolo  di  tor- 
sione della  sviluppoide. 

Se  le  equazioni  superiori  si  moltiplicano  ordinatamente 
per  x"y  y"  j  z"  ^  e  si  sommano,  ritenendo  le  derivato  prese 
rispetto  alla  variabile  5,  ed  indicando  con  £3  Tangolo  che  il 
raggio  di  curvatura  della  sviluppoide  fa  colla  perpendicolare 
al  piano  del  circolo  osculatore  la  trajettoria  si  ottiene  : 

9'  cos.i;;=(//'.sen.a}.  cos,Oi, 


(  56) 
Le  sei  rette  che  qui  si  considcraiìo  cioè  le  tangenti  alfe 
due  curve,  i  raggi  dei  loro  circoK  osculatori ,  e  le  perpen- 
dicolari ai  piani  dei  circoli  medesimi  costituendo  due  teme 
di  rette  ortogonali,  avranno  luogo  tra  gli  angoli  che  esse  for- 
mano fra  loro  le  note  relazioni.  Quindi  indicando  con  c^,  C3 
gli  angofi  che  la  perpendicolare  al  piano  del  circolo  oscula- 
tore la  sviluppoide  fa  col  raggio  di  curvatura  della  trajet- 
toria,  e  colla  parpendicolarc  al  piano  osculatore  la  trajetto- 
ria  stessa,  e  con  6^  Tangolo  che  formano  fra  loro  i  due  rag- 
gi di  curvatura  si  avranno  dapprima  le  : 

cos.a3  cos.a^ 

COS.C3  = r-   ,  COS.C3  = p 

COS.61  COS.^i 

dalle  quali  pei  valori  trovati  per  cos-a, ,  cos.6,  ; 

cos.a^  d 

COS.C2  = y        CO8.C3  =  —  sen.Q. 

sen.6)  I 

Inoltre  essendo  : 

cos'as  -4-  cos.*63  -i-  cos.^cj  =  1  , 

si  ricaverà  : 

cos.aa  =  sen.w ^  (1  —   7- senz'cai  , 

cos.33=  —  coswl/     (1 r  sen^'w! 

e  quindi 

COS. 

Cosi  dalla  : 

COS^tta  -f-  coscia  4-  COS^C^  =  1 

si  ottiene  : 

,         d 
cos.^a  =  —  sen  &>  cos  g>. 

Le   formole  trovate    sono  utili  nella  ricerca    dei  valori 


i.Ca  =  (/     V  ~  e~  ^^"'^)  ' 


(57) 
delle  derivate  degli  angoli  deprima  e  seconda  flessione  della 
trajettoria  in  funzione  delle  derivate  dei  medesimi  angoli 
della  sviluppoide.  S'indichino  con  «i  ,  ^i ,  71  ;  ^c, ,  j3, ,  y,  ; 
2{»  A>  9  73  9  i  coseni  degli  angoli  che  la  tangente,  i  I  raggio 
di  carvatara,  e  Tasse  del  piano  osculatore  per  la  trajcttoria 
fanno  con  tre  assi  ortogonali;  con  X|  9  /Xi  ,  Vi  ;  Xa  9  JXa  9  Va> 
^3  )  i^3  9  V3  i  coseni  degli  angoli  che  le  medesime  tre  rette 
per  la  sviluppoide  comprendono  con  quegli  assi.  Si  denomini 
7  Tangolo  di  contingenza  della  sviluppoide,  d  l'angolo  di  tor- 
sione della  trajettoria.  Si  avranno  le  equazioni  : 

a,  =  Xi  cos  Oi  H-  Xa  cos  6,  -f-  X3  cos  c^ 

y3,  =  /Xi  cos  fli  -+-  /Lta  cos  bi  -f-  fXi  COS  Ci 

y,  =  Vi  COS  ai  -4-  Va  COS  6,  -h  V3  cos  Ci 

«3  =  X,  cos  «3  -+-  Xa  cos  J3  -f-  X3  cos  C3 
j33  =  ]Ul,  cos  a.)  -4-  fJla  cos  b^  -+-  fJl3  cos  C3 
73  =    Vj  cos  03   H-  ì^  cos  i  >  -f-  V^  cos  C3  . 

Ora  è  noto  essere  : 

p^=a,    -Hpi    4-7i    9        0    =«3    H-/Ì3    •+■73  ; 


quindi  derivando  le  equazioni  superiori  9  quadrando  i  risul- 
tati, e  sommando  si  avranno  i  valori  richiesti.  Se  neli*  ese- 
goire  queste  operazioni  si  avrà  riguardo  alle  relazioni  : 

X,  X'a  -H  (li  fx'a  -h  V|  Ja  =  /  9  X,  X',  -h/JLa  [l't  H-  V,  v',  =  /, 
X,  X'3  -+-  fX,  fx'3  -f-  V|  V'3  =  0  ,  X3  X\  -i-  /X3  IJ.\  -4-  Vj  V',  c=:0, 
Xa  X'3  4-  /Xa  /x'3  -4-  Vi  V3  =  f  9      X3  X'^  -+-]U(.3  jUl^^  -f-Vj  v'^=  —(/;', 

^'.^'a-*-l^'.f^'a  +  v\v'a=09 

X\X'3  +  ,x',fx'3-Hv\v3  =  yf9 
X'aX'3-Hfx'a]Ul'3-f-ì/al/3=0; 


(  58  ) 
ed  ai  valori  di  cos  a, ,  cos  i,  .  •  .  .  ^  si  otterranno  le 

(i'*=7"*^.f\scn'a) 

{d*t  _  d^')san  (V)         l/^(f"  —  d'sen'w) 

0  =  — Trrs n tt -t cos.o 

^1/^(1*  —  d   sen  0))  Id  scn  a> 

che  equivale  alla  : 


5  =  -^-^ ;,  ^  .. h  (i^  cos  w. 


Si  passa  facilmente  dalPana  ali*  altra  di  queste    due  ultime 
equazioni  osservando  che  le  formole  trovate  danno  : 

, sen  0)  ,  _^        |/^U*  —  d*.sen*&)) 

^  7^  *         ^  td  scn  (V) 

Il  Lancret  nella  memoria  citata  aveva  già  dati  i  valori  dì  9' 
e  di  d^  ;  ma  il  secondo  di  essi  diCTerìsce  da  quello  ora  tro- 

vaio  del  termine  ìI^'cosq.  Allorquando  6>  =  — le  formole  su* 

periori  si  mutano  nelle  : 

La  seconda  di  queste  equazioni  è  integrabile  e  dà  : 

d  -f-  A  =  ang.  sen  — 

dalla  quale  : 

_  d 


li 


8cn(J  -+•  A) 

già  trovata  dal  sig.  Molins. 

Rammentando  le  denominazioni  adottate  più  sopra  si  ban* 
no  le  equazioni: 

a .  -i-  ^\  -h  y\  =  1 ,     a,  «a  -+-  /Si  i8a  -H  7i  Va  =  0  » 
a%4-i3%H-7%  =  l  ,     «,  X1-+-/3, /X1-H7,  v,  =  cos.(i), 
A',  -h  ^%  -h  V ,  =  1  ,      a,X,  -+•  jS,  fji,  -t-  y,  V|  =  cos  a,. 


(59) 
Eliminando  successivamente  dalle  ultime  due  le  fXi  ,  V|  , 
ricavando  dalle  risultanti  i  valori  di  y, ,  /x,  in  funzione  di 
]l(,  e  sostituendoli  nella  terza  delle  equazioni  medesime, 
gioDgesi  ad  una  equazione  del  secondo  grado,  la  quale  ri- 
solta  avendo  riguardo  alle  identità 

«'.  -  /S%  -  7%  =  «%  -  ^'.  -  7'.  =-  (/3. 7.  -  i3.7>)' 
fornisce  la: 

il  =  UiCùSùi  H-aaCos.a^  :±:  (/Sa  7,  —  /S,  72)^^(sen''a) — cos^aa)- 

Analoghe  espressioni  si  avranno  per  /Xi  e  per  V|  .  Sostilueu* 
do  per  Ui  i  età  •  •  •  ^os  a^  i  loro  valori  si  hanno    le  : 

X  =/>  —  Ip'cos  0)  -f-  dy sen^o) 
=t:  d  sena)  (j'V  —  ?V V(^'  —  d'sen^w) 

y  =  jf  —  ijf'coso)  -H  d  Y'sen^o) 
d:  d  8enw(r'y  —  r^  V(^'  —  d'sen'w) 

z  =  r  —  ir'coso)  -H  d*r"sen*fi) 

=t  d  senwfp'y  —  yy")i/"(^*— <l'sen^a)). 

Da  queste  allorquando  sarà  conosciuto  il  valore  di  t  in  fun- 
zione di  quantità  spettanti  alla  trajettorìa,  data  l'equazione 
della  trajettoria  si  otterrà  quella  della  sviluppoide.  Un  caso 

particolare  in  cui  ciò  si  verifica  é  allorquando  a>=  —    es- 

sendosi  trovato  ^  =  — -=: e  si  avranno  per  le  svilup- 

sen(dH-  h)  r  r 

paté  di  una  linea  qualunque  le  equazioni  : 

x^p^  dy ' UT  d'  colang(J  -f.  A)(y V  —  yV) 

y  =  y  ^  dy  =t:d*  cotang(3  -4-  A)(rV  —  rY) 

z  =  r  -f-  d V  ±z  d'  cotang(5  -h  h)(fq'  —  p'f) 

Se  supponesi  la  sviluppante  essere  una  linea  piana  sarà 


(60) 

r  =  0,    5  =  0, 
e  quindi  : 

X  =p  —  djf'  ,     y  =  y  H-  d/)'  ,    z  =dr  d  cotang.A 

le  quali  coincìdono  colle  forinole  trovato  da  Fuss  nel  tomo 
III.**  Anno  1811  delle  (c  Memoires  de  l'Acadèmie  Imperiale  des 
Sciences  de  S.  Petersbourg. 

Nel  caso  che  la  sviluppante  sia  una  linea  sferica  il  valore 
di  t  assume  un  altra  forma  la  quale  ora  veniamo  a  deter* 
minare.  Per  una  linea  sferica  qualsivoglia  hanno  luogo  come 
é  noto  le  seguenti  equazioni: 

#  d'  d' 

p  =  —  da^  -f-  xr  «3  ;       y  =  —  d/Sa  -H  ;.- i33  1 


r  =  — dv,  "f-  j773. 

Da  queste  quadrando  e  sommando,  si  ha  indicando  con  a  il 
raggio  della  sfera  : 

d'* 

che  integrata  dà  : 

à  =  a  sen(d  -h  k) 
e  quindi  h: 

s€n(5  -h  A)  =  — 

fornisce  pel  valore  di  t  : 

_  ai 


d  cos  /  =F  l/^(a''  — d^'jsen/ 

dove  2  =3  A — h.  Ora  indicando  con  9  T  angolo  che  il  raggia 
di  curvatura  della  trajettoria  fa  col  raggio  Mella  sfera  dalle 
equazioni  superiori  dcducesi  : 

d  =  —  a  cosd 
per  cui 


(61) 

a  cos  0 


cos  (6  ±  /)  ' 

Le  medesime  equazioni  superiori  moltiplicate  ordinatamente 
per  X,  /x,  Vy  e  sommate,  denominando  u^  l'angolo  che  il  rag- 
gio della  sfera  fa  colla  tangente  alla  sviluppala  danno  : 

nella  quale  sostituiti  per  t,  A,  i  valori  ultimi  esposti  si  ha: 

cos  Ui  =  cos  (db  l) , 

cioè  langolo  u,  è  costante.  Ed  analogamente  chiamando  u^ , 
%\  gli  angoli  che  il  raggio  della  sfera  fa  col  raggio  di  cur- 
Tatara,  e  colla  perpendicolare  al  piano  osculatore  della  svi- 
luppata si  otterrebbero  le  : 

cos  u^  =  0  ,         cos  U3  =  scn  (-±1 1) 

Se  langolo  Uj  fosse  retto  si  avrebbe  : 

—  fld 

^~l/(a^-dO 

la  quale  sviluppata  particolare  corrisponde  alla  sviluppata  or- 
<IÌDarìa  delle  linee  piane. 

Pavia  li  15  agosto  1852. 
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SULLE  LINEE  TAUTOCRONE. 
In  risposta  ad  alcune  osservazioni  dirette  dal  sig, 
G.  BERTRAJVD  AL  COMPILATORE 

NOTA 

DEL  SIG.  E.  BRIOSCni 

Una  nota  intorno  le  lince  tautocrone  da  me  pubblicata  iiìbI 
faiticolo  di  agosto  1852  di  questi  Annali^  avendo  richiamata 
l'attenzione  del  Sig.  Prof.  Bertrand  sopra  questo  argomento, 
diede  origine  ad  alcune  osservazioni  che  il  medesimo  chia- 
rissimo geometra  diresse  al  Prof.  Tortolini  (*).  La  prima  di 
tali  osservazioni  tende  a  provare  che  V  asserzione  la  quale 
trovasi  in  quella  nota:  essere  noto  al  d'Alembert  ed  al  La*- 
grange  che  supposta  la  forza  composta  di  due  termini,  uno 
dei  quali  sia  funzione  della  velocità  ,  e  Taltro  dello  spazio 
percorso;  la  formola  di  Lagrange  non  può  dare  la  soluzione 
che  nei  casi  già  trattati  dal  Fontaine  :  è  esalta  solo  per  quella 
parte  che  si  riferisce  al  d'Alembert.  Ed  a  questo  fine  il  prof. 
Bertrand  dichiara,  che  il  passo  della  seconda  delle  memorie 
di  Lagrange  sull*  argomento ,  da  me  citato  a  convalidare 
quella  asserzione,  non  si  riferisce  in  nessun  modo  alla  mag- 
giore od  alla  minore  generalità  della  formola  di  Lagrange  , 
ma  ha  per  unico  scopo  la  critica  del  metodo  di  Fontaine. 

Convengo  che  questo  fosse  lo  scopo  di  Lagrange  ,  tantp 
più  che  il  passo  citato  Icggcsi  nel  capitolo  intitolato  (c  Re- 
marqucs  sur  la  solution  des  Tautochrones  donnèe  par  M. 
Fontaine  etc.  »  ma  parmi  che  l'una  questione  comprenda  V 
altra.  Infatti  dietro  quale  ragionamento  Lagrange  dichiara 
(c  illusoire  et  fautive  l'application  que  M.  Fontaine  pretend 
faire  de  ses  equations  au  cas  ou  la  force  p  seroit  exprimée 


{*)  Annali  di  Scienze  Matemal.  e  Fisiche.  Dicembre  1852. 


(63  ) 
par  <7H-  ;tir4-Au^+  ku^?  Io  non  so  rinvenirla  cbc  alla  fi- 
ne delia  pag.  120  di  detta  memoria  nelle  parole  «  à  cause 

d^p 
qoe  M.  Fontaine  sappose  -j-j-  =  0  ».  Questa    parte    delle 

dxdii 

crilica  del  metodo  di  Fontaine^  unitamente  al  fatto  d'essere 
la  memoria  del  Lagrange  posteriore  a  quella  del  d'Alembrt, 
inoltre  quest*  ultima  memoria  citata  più  volte,  dal  Lagrange 
medesimo,  avevanmi  indotto  ad  asserire  che  Tosservazione  del 
Sig.  Bertrand  non  era  sfuggita  a  Lagrange. 

La  seconda  osservazione  si  riferisce  ad  un  passo  della  di- 
mostrazione della  formola  di  Lagrange  da  me  data  in  quella 
Bota.  Lo  scopo  di  essa  morta  :  dimostrare  la  formola  di  La- 
grange  :  basterebbe  a  salvare  quel  passo  ;  pure  è  verissimo 
che  non  ho  dichiarato  esplicitamente  che  la  detta  formola  , 
trovata  con  metodo  qualsivoglia  non  può  somministrare  tutte 
le  soluzioni  del  problema  ;  ma  parmi  evidente  fosse  tale  la 
mia  idea  allorquando  scrissi  le  parole  (c  Però  a  ben  altri  cmi 
poò  applicarsi  la  formola  di  Lagrange  ec.  »  (pag.  364).  E 
lo  stesso  passo  della  mia  nota  riprodotto  dal  sig.  Bertrand 
riconferma  questa  asserzione;  giacché  non  dichiarai  necessa- 
rio Fannullarsi  del  numeratore  della  frazione,  di  cui  V  inte- 

graie  esteso  fra  i  limili  zero  ed  ex.  dà  il   valore    di  --«P^^r- 

che  sia  —  =  0  qualunque  sia  oc. 

Non  erami  però  in  allora  suggerito  alla  mente  come  il 
metodo  adpttato  nella  ricerca  della  formola  di  Lagraugc, po- 
teva condurre  ad  una  formola  assai  più  generale ,  la  quale 
presentandomisi  occasione,  vengo  ad  esporre.  Ritenute  le  de- 
nominazioni usate  nella  nota  citata  se  supponesi  che  il  tem- 
po t  impiegato  a  percorrere  farco  a  debba  essere  eguale  ad 
una  funzione  individuata  di  ^c,  cioè  t  =:  [x{z)  si  avrà: 

tJo  v''  ds      da 


(64) 
doò  dovrà  essere  : 

=  PK  a) 
essendo  j9(5,  a)  tale  funzione  da  veri  Beare  la  : 

p(oc,  a)  —  p(0,  a)  =  ;£ 

Derivando  rispetto  ad  «  Tequazionc  (1),  ed  operando  sai  ri- 
sultato col  metodo  usalo  nella  nota  si  ottiene  la: 

^^'^  d7  "*"  '^^*  ^  ■"  ^'^'^  ~  ^^^^^^  df  ~  ^' 

la  quale  integrata  dà  : 

(2)       A»)  -A») = 7  (  7"^  -H  ?(«)  i>(*  »  «)  ) 

essendo 

J9(5)  Jy(cc) 

e  7  il  simbolo  di  una  funzione  arbitraria. 
La  (2)  derivata  rispetto  ad  s  dà  : 

posto  per  brevità 

5(5,  «)  =  ^ h  f  («)  /9{5,  «)  ; 

t? 

e  questa  moltiplicata  per  v"^ ,  e  divisa  per  9(5)  conduce  alla 
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che  é  la  formola  cercata.  Essa  comprende  il  caso  del  taato- 
cronismo  allorquando  sappongasi  la  f arnione /^(«^  a)  soddisfa* 
re  all'equazione 

/)(a,a)=fKO,  a). 

Riassumo  dichiarandomi  pienamente  d*accordo  col  chiarissi- 
mo Sig.  Bertrand  avere  il  Lagrange  attribuita  troppa  gene- 
ralità alla  sua  formola,  ed  intendo  anzi  che  il  metodo  di  di- 
iBostrazione  da  me  adottato  nella  ricerca  di  essa  serva  a  con- 
Talidare  questa  opinione. 

Pavia  il  7  gennajo  1853. 

SULLE  LINEE  TAUTOCRONE 

OSSERy  AZIONI    AGGIUNTE    ALL^  ARTICOLO 

Wa.  M«.  BEHTHAIH» 


Alle  osservazioni  del  chiarissimo  Sig.  Bertrand,  sulle  linee 
tautocrone  ,  pubblicate  nel  terzo  volume  di  questi  Annali 
pag.  547,  aggiungiamo  questo  altre. 

La  formula  data  a  pag.  367  detto  volume,  cioè 

non  inchiade  la  condixione  del  taotocronismo;  perché  fatli 
abbiamo 

(2)  t  =  F(0)  -Fcy^O)  -yi«)  ] 

che  implica  tutf  ora  V  a. 
Impiegando  debitamente  la  differenziazione  delia  funzione 
AmkoU  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  T.  IK  febbraro  1883.  5 
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soggette  all'integrale  porremo 

J**  1 

9(5,  a).is  ,  cioè         —  =  f , 

poi  5  =  a.u  >  onde 

a  col  detto  metodo  troviamo  a  proposito 

ove  é  è  funzione  arbitraria,  tale  che  77^=  0:  ma  quel  risai - 

tato  si  prevede  senza  bisogno  di  calcolo. 

La  formula  (1),  porge  il  valore  di  t  libero  dairintcgralc, 
può  rendere  v=0  quando  s  ^  a ,  t  nulla  dippin.  Pure  i  ri- 
sultati particolari  Sette  pag.  968,  369  sono  esatti,  e  se  La- 
grange  avesse  dichiarata  l'analisi  che  li  ha  inspirati,  avres- 
simo  nella  espressione  il  supplemento  al  difetto  della  forma- 
la (2);  coma  vado  a  dire. 

L'  a  può  sparire  dalla  equazione  (2),  se  JIO)  opfwre/\a) 
è  infinito,  dippiù  F(0),  F(qo  )  non  sono  infiniti ,  o  nulli  en- 
trambi :  condizioni  alle  quali  possiamo  soddisfare  con  molla 
latitudine.  Poniamo  per  es. 

A^)  =-7: — rrr  »  ^(^)  = 


(5  — a)~        '        C-4-Du 

dove  u  =^J\s)  — y*(0)  A^  B,  C9  D,  E  siano  costanti,  ed  m, 
n  positive  :  saranno 

/(«)  =  •,    F(«)sO,    F(0)  =  |-,    r(a)  =  0,    <  =  | 
che  SODO  tntte  le  richieste  condizioni.  X.Y- 
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SULLA  CONVERGENZA  DELLA  SERIE  INFINITA 

—  JL 
(H— K  cosjSp  ■  =5  Ao-f-2A,  cos  ^  -f-  SA,  co»  2)3-4- <i) 

MEL  PROr.  HEMraiO  DEL  «ROSSO  M  !VAMML| 


Si  sa  che  il  coefficiente  del  termine  i  + 1  di    qnesta  se- 
rie é  dato  dalla  equazione 


(H  — KcosjSr 


Inoltre  essendo  ciascona  delle  funzioni  trigonoaietricfae  cos^^ 
cos2/3  9  cos3/3  , <C  1>  basterà  dimostrare  che,  cre- 
scendo n  Yerso  rinfittito»  oonrerge  ad  HP  limite  fisso  la  se* 
rie 

S  =  A.  -f-  2A,  -4-  2Aa  -Ì-2A3  -f- . . . .  4-  2A^ 

poichò  iwU  diiBostratt  la  oonvergeoza  della  serie  proposta* 
Ciò  posto,  si  faccia 


2«J* 


aTT 


(cos/3  -+-  cos2^  -4-  Gos3/3  -4-  . . .  .  H-  cos  tij8)dj9 


l2 


(H-Kcos/3y 

W  =  cos  ^  -4-  cos2^  -h  cosSp  -f- -+-  cosn^. 

Moltiplicando  quest'ultima  equazione  per  2co8j3  ,  e    trasfor- 
mando i  termini  del  2.<*  membro  per  mezzo  della  relazione 

2cosr/Scos^=:cos(rH-l)j8«-Hcos(r--  l)/3  » 
si  avrà 
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2W  co»/3  =  cos2/3  H-  cos3/3  4-  cos4j3  -H H-  cos  nj3 

^-  cos(n  -H  l)/3  -I-  1  4-  C08  /3  4-  cos2/3  4-  •...  4-  cos(n — l)j3 
equazione  che  equivale  a  qaesfaltima  più  semplice 

2W  cos/3  =  (1— cos/3)  4-  2W  —  (cos  n/3  —  cos(n  H-  1)^. 
Di  qui  risulta 

(1  ^  2W)(1  —  cosP)  =rcos  n^  —  cos(n  -4- 1)/3  , 
e  quindi 

•     2  "^      sen  i  i3      ' 

ponendo  mente  alle  relazioni 

1 

1— cos/3=2sen*  —  jS 

cos  n/3  —  cos(n  -f- 1)^  =  2sen  (  n  4-  ---j/3  sen  —  /3  . 

Sostituendo  questo  valore  di  W  nella  espressione  di  S',  tro- 
veremo 


aw  _  _  _        air 


.,  _        ir              d/3  ir       sen(n-4-|)/S  d/3 

4nJo                        ^  2;rJ^                              a* 

(H  —  K  cos/3)"  senl/3(H— Kcos/S)*"" 

Ma  abbiamo  per  la  (2) 


27r 

I  r 

A 


2ffJ. 


d/3  . 


(H  —  K  cos/3)' 
onde  sostituendo  nella  precedente  equazione,  arremo 


,_       1    .    _^    ir  8cn(n-+-i)/3d/3 

sen  i /3  (H  —  K  cos /3)* 


» 


(69) 
e  consegaentemente 

2s,   .    .         -   .""'        «en(fH- A)/3  d^ 


=,-/ 


sen  J  /3(H  —  K  cos  /3)» 
E  poiché  2S'  4-  A  =:  S  ,  essendo  che 


2S',  +  A, 


1      *" 


(1  -I-2C08/3  ■+■  2cos2/3  +  . .  -f-  2cosn/3)d/3 


(H— KcosjSf 
si  arra  finalmente 


311 

=-r- 


seD(iiH-ì)/3d/3 


Poniamo  adesso  njS  =  d  ,  ad  ayreino 

9  /  0  \^ 

n  sen  rr  (  H — Kcos  —  1 
2n\  n  / 


«CD  I  j9(H  —  K  cos  /3)* 


-r 


air 


scn(n  H-  i)/3  d]3 


sen  lj3(II  —  K  ces  /3)* 


V*    '    2n''"" 


E  poiché 


«  sen  2^(h- Kcos  1)' 


G        $.16^ 


sen  r:-  ^  ;r-  — 


2n      2n       2.3  23n3 
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la  precedente  equazione  si  trasformerà  in 


s=lp- 


n-    •    2«/ 


Passando  ai  limili»  cioè  ponendo  s  =  qo  ,  si  avrà 

2   /P      sea  ©  d9                   2  r*  senS  d9 

lim:S=-l    — -= — -1       — 2 — 

B(E  -  K)^         7r(H  —  K)^ 

Ma  é  già  stato  dimostrato  che 

►*  sen9  d9       n 


i 


0  2    ' 

onde  si  avrà  facilmente 

1 
lim:  S  = 


(U  —  K)^ 
Sia  poi  un  caso  particolare 

H  =  a*-Ha",     K=2aa',     fJi  =  l, 
e  si  avrà 

lim:  S  ==  — r^ — r  . 

Questo  limite  diventa  =s  oo  quando  a  =^a  ^  ed  un  nume* 
ro  molto  grande  quando  a'  ed  a  differiscono  per  poco,  e  ciò 
ha  luogo  nelle  orbite  degli  asteroidi.  Laonde  b  serie  (1)  non 
può  aduperarsi  pel  calcolo  delle  reciproche  attrazioni  di  quel- 
li fra  questi  corpi  celesti,  che  descrivono  orbite  poco  eccen- 
triche di  pochi  gradi  sul  piano  deireccUltica. 


— — O" 
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TEOREMA  DI  GEOMETRIA 
DEL  MG.  CAV.  ff.  ffAA'  DI  BRVIVO 

Capitano  di  $tato  maggiore  in  Torino. 


n  II  volume  di  nn  prisma  tronco  aveoCc  per  baso  un  pò- 

>  ligooo  regolare  d*uo  numero  pari  di  lati  ò  nguale  al  pro- 

>  dotto  della  base  per  la  perpendicolare  abbassata  sulla  me- 

>  desima  dal  punto  O',  in  cui  Tasse  del  prisma  incontra  la 
»  base  superiore  ». 

(S'intende  asse  del  prisma  la  reità  condotta  dal  centro  del 
poligono  parallelamente  agli  spigoli). 

Dimostrazione.  Per  Tasse  del  prisma,  e  per  i  suoi  diversi 
spigoli  facciamo  passare  altrettanti  piani.  Questi  divideranno 
il  prisma  in  tanti  prismi  triangolari  tronchi ,  quanti  sono 
i  lati  del  poligono  regolare  di  base.  Calcolando  i  volumi  di 
questi  prismi  «  e  facendone  la  somma  ne  dedurremo  il  vo* 
lutile  totale  del  prisma  proposto. 

Sia  dunque  V  questo  volume,  n  il  numero  dei  Iati  del 
poligono  regolare  di  base,  n  rappresentando  un  numero  pari^ 
B  Tarea  della  base,  e  p,  a,  &,  e  .  . .  Me  perpendicolari  ab- 
bassate dal  ponto  0',  e  dai  vertici  A',  B',  C  della  base  su- 
periore sul  pièno  della  base  inferiore. 

Il  volume  di  uno  qualunque  dei  prismi  tronchi  sarà  espres- 
so dal  prodotto  della  propria  base  per  il  terzo  della  somma 
deile  perpendicolari  abbassato  dai  vertici  delb  base  opposta 
sol  piano  della  prima.  Ma  tutte  le  basi  di  questi  prisoii  tri- 
angolari essendo  eguali^  dietro  Tipotesi  che  il  poligono  della 

bèie  sia  regolare,  ciascuna  di  esse  sarà  espressa  da  —  en- 
fi 

de  i  volami  dei  diversi  prismi  tronchi  saranno  espressi  suc- 
cessivamente dai  prodotti 
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(1) 


(2) 


(3) 


B  ,a 


n  \ 


) 


B  /b 


n  \ 


) 


B  /e  -h-  rf  -4-  p 


-( 

n  \ 


) 


w 


B  /l  -4-  a  -4-  p 


- 

n  \ 


) 


Epperò  facendone  la  somma,  il  volume  totale  sarà 

B  /  wp  H-  2(a  -f-  A  H-  e  -H  .  >  -fr-  ^) 


n  \ 


)■ 


Tediamo  ora  qaal  sia  il  valore  di  a -|-  A  H- e -*-....•+•  Z.  A 
tal  fine  supponiamo  che  a  e  e  siano  le  perpendicolari  abbas- 
sate dalle  estremità  della  diagonale  qualunque  A'E' della  base 
superiore    corrispondente   alla  diagonale 

AE  della  base  inferiore.  Allora  nel  tra- 
pezio A'E'PQ  formato  dalla  perpendico-  j^f 
lari  A'P  ,  e  E'Q  dalla  diagonale  A'E',  e 
dalla  retta,  che  nel  piano  inferiore  con- 
giungerebbe i  piedi  delle  perpendicolari , 
si  avrà  che  la  perpendicolare  abbassata  P 
dal  punto  O' 


M 


Q 


=  0'M  = 


A'P-4-E'Q 


ossia 


P=  -71 
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La  stessa  eosa  avendo  laogo  per  due  altri  vertici  qualati- 
qae  opposti  si  otterranno  le  seguenti  eguaglianze 

(1)  2p  =  a+e 

(2)  2p=b-l-f 

(3)  2p=se-+-g 


(•-)  2p=.h+l 


0 


in  namcro  di  ---   perché  tale  ò  appunto  il  nomerò  delle  dia- 
gooali.  Sommandole  troveremo  che 

cpperciò  sarà 

V  =  Bp. 

C.  C.  D.  D. 

Corollario.  1.°  Il  volume  di  un  prisma  tronco  da  due  parti 
é  eguale  alla  seziono  retta  moltiplicata  per  Tasse  del  prisma. 

Corollario  2.^  Il  cilindro  potendosi  considerare  come  un 
prisma  di  un  numero  infinito  doppio  di  Iati,  quanto  si  è  det- 
to pel  prisma  tronco  avrà  luogo  eziandio  pel  cilindro  tronco. 
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SULL*  INFLUSSO  DEL  CALORE  NELLA  CONDUCIBILITÀ' 
DE*  FILI  METALLICI  PER  LE  CORRENTI  ELETTRICHE. 

NOTA 

DEL  P.  W.  ».  PROVeiirZALI  D.  C.  D.  Gè 

L'esperienze  di  reometria  elettrica  recentemente  intraprese 
da  parecchi  fisici  inducono  a  credere  non  essere  del  tatto 
esatta  la  legge  delle  lunghezze  proposta  da  Ohm,  cioè  che  i  fili 
metallici  omogenei  oppongono  alla  corrente  elettrici  una  resi- 
stenza proporzionale  alla  loro  lunghezza.  Fino  dal  1847  il  Sig. 
Marìé-Davy  (*)  aveva  accemiaio  che  la  legge  di  Ohm  non  era 
sempre  conforme  airesperienza,  e  che  la  conducibilità  del  filo 
metallico  percorso  da  una  corrente  elettrica  poteva  essere  al- 
terata dal  calore  prodotto  dalla  corrente  medesima.  Più  re- 
centemente il  P.  Secchi  per  {spiegare  i  risultati  che  il  Sig. 
Despretz  ha  ottenuti  contro  la  legge  di  Ohm  e  Pouillet  é 
ricorso  all'aumento  di  resistenza  prodotto  dal  calore  nel  filo 
percorso  dalla  corrente,  come  si  può  vedere  nel  fascicolo 
del  giugno  1852  di  questi  Annali.  Trattandosi  di  una  legge 
che  è  fondamentale  nella  teoria  elettro-dinamica,  e  che  fino 
ad  ora  ha  servito  di  norma  in  una  infinità  di  esperienze,  e 
di  utili  applicazioni ,  mi  sono  determinato  di  sottopome  di 
nuovo  a  rigoroso  esame  l'esattezza  e  le  modificazioni  che  si 
stima  necessario  di  farle  subire  onde  conformarla  coi  feoo- 
meni.  Lo  scopo  di  questa  nota  si  è  di  far  conoscere  i  risal- 
tati che  credo  avere  ottenuti  da  alcune  serie  di  esperienze, 
che  ho  intraprese  su  questo  particolare  ,  stimando  che  non 
riusciranno  discari  a  chi  si  voglia  occupare  di  somiglianti  ri- 
cerche. 

A  fine  di  verificare  se  la  legge  della  lunghezza  sia  o  no 

(I)  Annales  de  Chi.  et  de  Phyt.  3.<  S^rie  T.  XII  et  XXII. 
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jrigoraMnieoie  ?era  ho  proceduto  ia  questo  modo.  Io  un  tubo 
A  Tetto  piegato  a  foggia  di  U  ho  inserito  cìrea  «a   metro 
di  filo  di  platioo  dei  diametro  di  i\s  di  millimetro   curvato 
id  elice,  per  averne  sotto  piccolo  volume  uua  quantità  suf- 
ficieute.  I  due  capi  della 'spirale  pescavano  in  due  vaschette 
piene  di  mercurio,  ove  terminavano  i  reofori  di  una  coppia 
alla  Danieli  a  fona  costante ,  ed  un  opportuno  meccanismo 
rtndera  focile  Timmergere  il  tubo  e  la  spirale  in  un  bagno 
a  coi  regolava  a  piacere  la  temperatura.  Faceva   parte    di 
ijuesto  circuito   voltiano   una    sensibilissima    bussola    delie 
tsagenti  lo  indicasioni  delia  quale  projettate  su  di  uno  speo- 
dio,  Si  leggevano  in  distilli»!  eoirajuto  di  un  telescopio,  che 
lasciava  comodamente  distinguere  'js  di  grado.  Per  48  ore 
eootiuiie  ho  fotte  circolare  la  corrente  per  questo  drcoito , 
lenza  alterarae  soMiomamente  la  disposizione  ,  ed  ho  osser- 
vato che  riateasità  della  corrente  rimaneva  sensibilmente  co- 
stante finche  non  variava  la  temperatura  dei   bagno  in   cui 
fra  immerso  il  tubo  e  la    spirale    di  platino  ,  ma  variando 
fMsta  di  alcuni  gradì,  la  bussola  accusava  tosto  una  mota- 
siane  Bell'intensità  della  corrente.  Queste  vicissitudini  d'in- 
tensità non  si  possono  attribuire  all'  incostanza  della  pila , 
perchA  sono  in  tal  maniera  connesse  colle  mutazioni  di  tem* 
peratora  delia  spirale,  ck$  anche  molte  ore  dopo  che  l'elettro- 
motore era  stato  messo  in  azione,  sostituendo  un  miscuglio 
frigerifico  ai  bagno  caldo>  l'intensità  della  corrente  immodia- 
tamenlie  cambiava  e  cresceva  fino  a  superare  l'intensità  inizia- 
le, cioè  l'intensità  della  corrente  al  principiare    delle   espo^ 
rìinze  quando  la  temperatura  della  spirale  era  ^  i2^  C.  Né 
sarebbe  più  conforme  ai  fotti  l'attribuire  queste  alterazioni 
d'intensità  alle  correnti  termo-elettriche  ,  che  si  potrebbero 
destare  nel  circuito  al  variare  la  temperatura  della  spirale , 
giacché  se  la  cosa  passasse  cosi ,  sottraendo  l' elettromotore 
dal  circuito ,  e  continuando  a  variare  la  tea>peratura    della 
sfirale,  la  bussola  proseguirebbe  a  indicare  la  presenza  della 
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corrente  termo-elettrica,  ma  ciò  non  saccede;  e  sebbene  éch 
pò  tolta  la  pila  dal  circuito  abbia  elevata  più  volte  la  tem- 
peratura della  spirale  fino  all'incandescenza  del  vetro  che  la 
vestiva,  e  quindi  abbassatala  rapidamente  immergendola  in 
un  miscuglio  frigorifico,  non  mi  ò  mai  riuscito  di  osservare 
neir  ago  della  bussola  deviazione  di  sorte.  Credo  pertanto , 
che  dietro  i  principii  già  noti  della  scienza  non  si  possano 
spiegare  le  surriferite  alterazioni  d'intensità  nelle  correnti , 
se  non  si  ammetta,  che  il  calore  altera  la  resistenza  de'con^ 
duttori,  vale  a  dire^  se  non  si  ammetta  che  la  legge  delle 
lunghezze  non  è  esatta,  mentre  si  sa  ,  che  a  parità  di  cir- 
costanze il  filo  lungo  è  dalla  corrente  riscaldato  mena  del 
filo  corto. 

Assai  più  difficile  si  è  il  determinare  la  legge  con  cui  pro-^ 
cede  l'alterazione  nella  resistenza  che  soffre  un  filo  in  virtù 
dell'innalzamento  di  temperatura  prodotto  dalla  corrente.  Non 
ho  lasciato  di  adoperare  tutta  la  diligenza  per  diffondere 
qualche  luce  su  questo  punto,  tanto  necessario  per' istabilir 
le  modificazioni  da  introdursi  nella  legge  di  Ohm.  Usando 
dell'apparato  descritto  di  sopra,  ho  fatto  variare  gradata- 
mente la  temperatura  del  bagno  dove  pescava  la  spirale  di 
platino  dallo  zero  fino  airebollizione  dell'acqua,  notando  di 
5  in  5  gradi  le  indicazioni  della  bussola  si  nell'  alzarsi  co- 
me nell'abbassarsi  della  temperatura.  Questa  esperienza  l'ho 
ripetuta  più  volte  mutando  i  limiti  delle  variazioni  di  tem- 
peratura da  10  sotto  allo  zero  fino  all'ebollizione  dell'olio  , 
del  mercurio  ed  all'incandescenza  del  vetro,  senza  omettere 
mai  di  osservare  la  bussola  quando  il  termometro  immerso 
nel  bagno  marcava  gli  stessi  gradi  tanto  nel  crescere^  come 
nello  scemare  della  temperatura,  e  ciò  per  eludere  la  difli- 
colta  che  potrebbe  far  nascere  qualunque  incertezza  si  vo- 
glia supporre  sulla  costanza  dell'  elettromotore,  come  anche 
per  correggere  in  qualche  modo  gli  errori  di  osservazione 
col  prendere  per  ogni  grado  la.  media  di  due    osservazioni 
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Mia  bussola.  Determinate  cosi  le  differenti  deviazioni  dell' 
ago  per  6,  o  7  temperature  notabilmente  diverse,  sono  pas- 
sato a  cercare  per  mezzo  di  un  reostato  di  Wheatstone  la 
lunghezza  del  filo,  che  si  doveva  aggiungere  o  togliere  al 
circuito  dopo  ciascuna  deviazione  dell'ago  per  ricondurlo  al 
suo  stato  normale ,  cioè  al  ponto  a  cui  si  fermava  quando 
la  temperatura  della  spirale  era  12'' C.  La  lungezza  del  filo 
aggiunto  o  sottratto  al  circuito  in  ciascuna  esperienza  è  stata 
lenprs  ridotta  alla  lunghezza  equivalente  di  un  filo  di  rame 
del  diametro  di  circa  un  millimetro.  Un  metro  di  questo 
filo  scelto  per  unità  di  misura  pesava  8  grammi.  La  lun- 
ghezza ridotta  della  spirale  di  platino  era  19"",  44,  cJa  lun- 
ghezza misurata  della  porzione  sottoposta  ai  cangiamenti  di 
tenuperatura  (V",  38. 

La  tavola  seguente  offre  la  media  delfesperienze  che  ho 
fatte  neirintervallo  di  48  ore. 


remperatara 

Deviazione 

Differenza 

Filo  aggiunto 

osservata 

dalla 

(+)  0  sottratto  (— ) 

deviazione 

al  circoito 

normale 

+  12'C 

63% 

0" 

0~,0« 

-IO" 

63%2 

-0,2 

-1-  0,  19 

+  63' 

67»,4 

H-  0,6 

—  0,65 

100" 

67%2 

0,8 

1,  22 

150. 

66s7 

1,3 

1,  50 

350» 

64»,9 

3,1 

3,  94 

580* 

63o,l 

4,9 

5,  70 

Colle  temperature  SSO""  e  5S(f  ho  voluto  denotare  Tebol- 
lizione  del  mercurio  e  l'incandescenza  del  vetro.  Ritornando 
sa  queste  esperienze  ad  ottenere  e  indicare  le  alte  tempera- 
tane Bii  varrò  della  fusione  di  alcuni  metalli,  racchiusi  entro 
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tabi  ài  Tetro  o  porcellana.  La  differeata  òhe  certamente  ai 
osaerterà  nella  inteosilà  della  corrente  fatta  passare  per  quei 
metalli  prima  e  dopo  la  loro  fusione  potrà    forse  eendurm 
a  qualche  altro  fatto  di  non  leggiera  importania. 

Se  la  tatola  che  mostra  i  risaltati  delle  mie  ricerche  foa^ 
se  ana  precisa  espressione  de'fatti  (ciò  che  non  oso  dì  asae- 
rìre  per  la  somma  delicatezza  deiresperienze  alle  qoali  é  ap- 
poggiata) si  potrebbe  conchiadere  ,  che  la  resistenza  de*  fili 
cresce  molto  prossimamente  in  ragione  diretta  del  calore  eo- 
cìtato  dalla  corrente,  per  forma  che  alla  variazione  di  nb  grado 
nella  temperatura  del  filo  corrisponde  ona  variazione  di  resi* 
stenza  jiguale  a  qnella  che  oppone  un  filo  di  rame  del  dia* 
metro  di  un  millimetro  ,  e  di  circa  un  centimetro-  di  ìnu^ 
ghezza.  Ma  prima  dì  ammettere  nna  siffatta  modificaziomi 
alia  legge  di  Ohm  ò  necessario  ricorrere  anche  piò  di  una 
volta  &iresperìenza  variandone  in  totti  i  modi  le  cireostance. 

Credo  dunqne  di  aver  provato  che  la  temperatura  esercita 
una  intaenia  che  non  sì  può  trascurare  sulla  conducibiliti 
de'fili  BsetaNici  percorsi  dalla  corrente^  e  per  conseguenza 
che  la  legge  di  Ohm  non  d  del  tutto  esatta.  Ma  rimetto  ad 
ulteriori  ricerche  il  decidere  se  la  modificazione  che  ne  ho 
proposta  sia  quella  o  unicamente  quella  che  esige  la  natura 
de'fatti. 
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SE 


SUI  TERBEMOTI 

«  O  T  A 

•EL  Sl«f  niAlirCESC«  PISTOLESI 


la  una  Nola  pubblicala  l'anno  1842  indicai  die  i  N.''2315 
di  giorni  con  {«rremoto  da  me  appuntali  e  distribuiti  per 
Bieii,  davano  fra  i  mesi  freddi  (ottobre  a  tutto  marzo  )  e  i 
nesi  caldi  (  Aprile  a  lutto  settembre)  il  rapporto  come  1  a 
0^  (iV:  Ann.  deUe  Se.  tuUur.  di  Boiogm  Tom.  8°). 

Nel  1851,  copra  I(.°  7976  giorni  con  terremoto  a  tutto  il 
1846,  ebbi  il  rapporto  di  1  a  0,87  {An,  di  Stienze  Mot.  e 
Fu.  £  Roma  fibrato  1851). 

Ora  avendo  a  tutto  il  1850  N."  9358  giorni  con  terremoto, 
tiilribaiti  come  appresso  : 


VERNO 
Ceont^eN."  85i3 
Fabbnjo  »  891 
Marzo       >  848 


2592 


AUTUNNO 
4dUlobre  N."  846 
Novembre  »  872 
Dicembre    »  717 


2385  =  4977 


PRIMAVERA 

Aprile  N.°763 
Maggio  »  739 
Giugno     »  751 


2253 


ESTATE 

Luglio  N.°  709 
Agosto  »  742 
Settembre  »  677 


2128  =  4381 


vi  trovo  conservato  il   medesimo    rapporto  di  1  a  0,88  di 
frequenza  fra  i  mesi  freddi  e  i  mesi  caldi. 
Parimente,  come  nella  seconda  delle  due  precedenti  note 
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sommai  i  giorni  di  terremoto  dei  dae  mesi  dell'equinozio,  e 
quelli  dei  due  mesi  del  solstizio,  cosi  farò  lo  stesso  circa  i 
nnoyi  namerì  ottenuti. 

MESI  DELL'EQUINOZIO. 
Marzo  .        .        .        N.**  848 

Settembre     ...»    677 


N.«  1525 

MESI  DEL  SOLSTIZIO. 

Giugno        .        .        .        N."  751 
Dicembre  ))     717 


N.«  1468 

La  differenza  57  fra  le  dette  due  somme  è  pure  insigni- 
ficante, come  era  la  precedente  di  52. 

Questi  resultati  confermano  perciò  quanto  già  enunciavo, 
cioè  che  il  sole  non  influisce  camicamefUe    sulla  produzione 
dei  terremoti,  ma  yi  influisce  termicamenie. 
Pisa  li  12  gennajo  1853. 
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SOPRA  L'ABBASSAMENTO  DELLE  EQUAZIONI 
MODULARI  DELLE  FUNZIONI  ELLITTICHE- 

MEMORIA 

DEL  PROV.  EIVRICO  BETTI 


1."  È  noto  che  la  equazione  algebrica 
<1)  F(a:)=0, 


(ù 


la  quale  serve  a  determinare   sen  am  -?  quando 

P 


6)  p^ 


Ax 


[/  [(1  —  ar')(1  —  A'ar*)]  ' 

€  p  è  nn  namero  primo  qualunque,  ha  |>^  —  1  radici  com« 
prese  nella  espressione 

^,                                        /m»  -4-  nói  \ 
(2)  x^  «  :^  sen  am^ \  , 

dove  m  ^  n  sono  numeri  interi  qualunque  ^p  ,  che  pos- 
sono essere  separatamente  eguali  a  zero,  i  =  [/* — 1  ,  e 

ù        n  ix 

T  ""J,  i/*[{i  -  x'){\  -(1  -  *")^')]  * 

Construiamo  una  funzione  razionale  delle  p^  —  1  radici  (2)> 
che  muti  valore  per  qualunque  sostituzione  si  faccia  sulle 
medesime.  Sìa  questa 

\    >      ,         »         ,      , 

\ 

Dalle  formule  dciraddiziono  e  della  moltiplicazione  delle 
amplitudini^  abbiamo 

Annali  di  Seienx$  Mai.  e  Fis.  T.  IF,  marta  1853.  6 
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^m  n 
» 

.  ,  mai  n&i  tiG&i  n&i  mcù  . 

(4W     sen  am  — cos  am-—  A  am— *  +sen  am-^-cos  ano  —  A  am 

^  ^^  P  P P P  P  P 

1  —  Ar^'sen  am  —  »en   am  — 

P  P 

e  qnalanqne  sia  a,  indicando  con  (//|  (//^  .  .  .  .  funzioni  ra- 
zionali, se  9  ò  pari 

sen  e^mgcc  =  sen  am  oc  cos  am  ce  A  am  a  (i/|(scn'am  a) 

(5)     {     cos  am  qa  =  (//^(sen'am  oc) 

A  am  ja  =  ^3(scn^am  oc)* 
e  se  q  è  dispari 

sen  amjfa*»  sen  am  oc  cf^'(sen*ama) 

(6)    {     cos  amqoc  =  cos  am  aRp"(scn  am  oc) 

A  amqoc  =  A  am  a  (//'"(sen^am  et) 

Quando  a  =  —',==?  ^  ,  osservando  che  p  + 1  è  pari,  si 

P  P  r  r     y 

ricava  dalla  2''  e  dalla  3<'  delle  (5) 

!cos  am  a  =t:cos  am  (/?  *f-  l)a  =  ^^  (sen'am  o^ 
A  am  a  =s  A  am  (p  -h  l)a  =  cf^s  (sen'am  a)^ 

Sostituendo  i  valori  (7)  nei  secondi  membri  delle  (5)  e  delU 
(6),  questi  diverranno  tutti  funzioni  razionali  di  seqama»  e 
quindi,  applicando  quelle  formule  alla  riduzione  della  (4),  si 

avrà  Xmn  dato  da  una  funzione  razionale  di  sen  am— ^     e 

P 

disenam  —^  qualunque  siano  i  numeri  intieri  19»  (sd  n.  I>ua- 
que  il  secondo  membro  della  (3)  potrà  esprimersi  per  una  foni- 
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zioae  rationale  9  delle  medesime  qaantità,  cioè 


(9)       Q  =  n^  I  sen  arai j,  scn  am  (  1 1, 


(Ci)  còl  \ 

sen  am— ,  sen  am  -<  j  . 

Il  prodotto 

),  scn  am  ( 

p        J  \       p 

esteso  a  tutte  le  combinazioni  dei  valori  interi  di  a^  h,  a!  e 
b'<Cpì  sarà  evidentemente  una  funzione  razionale  e  simmetri- 
ca delle  radici  della  (1),  e  quindi  razionale  dei  coefficienti 
della  medesima. 

I  fattori  di  Q  sono  eguali  ai  valori  che  prende  U  quando 

aoD  -f-  ò'ìn        a  Gì}  -+-  b'ódi 
nella    (3)  si  pongono  e  rispettivamen- 

P  P 

te    in  luogo  di  •—  0  di  —  9  e  che    corrispondono  alle  ner- 

P  P 

mutazioni  delle  radici  che  si  ottengono  nella   medesima  (3) 

colle  sostituzioni 


(10) 


*^m  n 


^iim-t-a'/J    bn.+b'/J 


Dunque  Q  è  una  funzione  razionale  delle  radici  della  (1)  , 
invariabile  soltanto  per  le  sostituzioni  (10)  ,  ed  è  razionale 
dei  coefficienti,  quindi  il  gruppo  6  della  (1)  avrà  tutte  le 
sue  sostituzioni  comprese  nel  simbolo  (10)  (^). 

Una  qualunque  delle  sostituzioni  (10)  cangia  contempora- 
neamente 

9  ì  'ì 

m 

^hm  kn    ^^Xh[am.ira'n)  hibm-i-b'n)    =    ^hm'  hn'    j 

(*)  Vedi  negli  Annali  ài  Scienze  Mai.  e  Fi$.  T.  Ili,   Feb.  e  Mano 
IS52,  la  mia  Memoria  euUa  riioluxione  delle   equazioni.   Parte  II.  d,  9. 
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c  questo  avviene  per  ì  p  —  1  valori  di  h<Cp  :  dunque  lo 
p —  1  lettere^  grindici  delle  quali  hanno  i  loro  rapporti  geo- 
metrici congrui  rispetto  al  modulo/?,  dalle  sostituzioni  di  6 
o  sono  permutale  tra  loro^  o  in  altre  che  hanno  anch'  esse 
tutte  quante  congrui,  i  rapporti  dei  loro  indici,  e  quindi  il 
gruppo  6  é  a  lettere  congiunte ,  i  sistemi  di  queste  sono 
|}H~1  e  ciascuno  è  composto  dì  p — 1  lettere. 

Indicando  con  q  un  numero  qualunque  KCp^i  tipi  delle 
lettere  dei  />  -)-  1  sistemi  saranno 

(11)  Xtf  o      '^q  n      ^V  vy   •    •    •     ^q  {p^l)q         '^o,'/       ì 

o  anche  ponendo 

(12)       y^  o   yv  I    yv  a  •  •  •  •  yv  f-i    yv  »    . 

e  lo  (10)  eseguite  sulle  (12)  diverranno  della  forma 


^ 


poiché 


Da  ciò  è  facile  dedurre 

(14)  6  =  HK , 

rappresentando  con  H  un  gruppo   le   sostituzioni  del  quale 
sono  date  da 


(15) 


ì 
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c  K  essendo  an  altro  grappo  che  ha  le  sue  sostituzioni  com- 
prese nella  espressione 

ì  a'  i-t-b'  I 

Il  grappo  H  è  il  prodotto  di  altri  lutti  di  prima  classe,  poi- 
ché tutte  le  sue  sostituzioni  (15)  sono  potenze  della  unica 
nella  quale  p  è  radice  primitiva  di  p  (*). 

Pertanto  la  (1)  che  ha  per  gruppo  6  sarà  riduttibile  in 
p  + 1  fattori  di  grado  p  —  1^  o  razionali  quando  siano  ag- 
giunte le  radici  di  una  sola  equazione  di  grado  />  -H  1  9  il 
groppo  della  quale  sia  K,  e  le  equazioni  che  nascono  ponen- 
do a  zero  questi  fattori  avranno  per  gruppo  H,  e  quindi  sa- 
sanoo  tutte  risolubili  per  radicali  (^)y  come  già  dimostrò  1' 
Abd  (**^. 

V  La  equazione  di  grado  /i  + 1  e  di  gruppo  K,  dalla 
quale  dipende  la  risoluzione  della  (1),  può  avere  per  radici  ' 
quali  si  vogliano  funzioni  razionali  delle  radici  della  (1),  ba- 
sta solo  che  siano  invariabili  per  le  sostituzioni  (15)  e  va- 
riabili per  le  (16)  :  dunque  potrà  essere  la  equazione  mo- 
dalare  che  serve  alla  trasformazione  dell'  ordine  p''"»^,  la 
quale  ha  le  sue  /?  +  1  radici  della  forma 

\cosamal li  ,  -.      >a 

(17)  \=^ia ^    f    /    =;im  U  rsc«amy(^i±f^nf 


n  Vedi  la  mia  Memoria  sulla   risohizione  delle  equazioni.    Parte  I. 
DOm.  35. 

(**}  Vedi  ivi  Parte  li.  num.  18,  2. 

(••')  Vedi  Abel  Oeavres  completes.  T.  I.  XH. 
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Il  profloUo  n  deve  ossero  esteso  ai  ^  valori  di  q  non  ^ —-  , 

^  ò  una  funzione  razionale  come  si  deduce    dalle  (5;,  (6)  e 
(7),  0  I  ha  i  |>  -+- 1  valori 

(18)  0,1,  2,  3,  ...•,/>-!,  1-     (*). 

Con  questi  numeri  rappresenteremo  per  brevità  le  radici  stes- 
te (17),  e  le  sostituzioni  (16)  del  gruppo  K  diverranno 


(19)  ]at 


a'^-f-òV 


Non  per  tutte  le  combinazioni  dei  valori  di  a,  &,  a'  e  b' 
si  hanno  dalla  (19)  sostituzioni  effettive  o  reali.  Quando  due 
o  più  radici  sono  convertite  in  una  medesima  radice,  la  so- 
stituzione che  dà  una  tale  permutazione  è  assurda,  e  la  di- 
remo immo^tnarta,  sia 

i 

ca+J 

una  delle  (19)  immaginaria,  e  siano  ^  e  l'  le  due  radici  che 
rimangono  convertite  in  una  stessa  radice;  avremo 

e  quindi 

(«5-/SyK«-0=0: 

congruenza  che  è  sodisfatta  soltanto  quando  il  determinante 

D  =  «*  — /3y=0 

(')  Vedi  C.  G.  J.  Jacobi,  FuudameDta  nova  fanctionum  ellipticaraoiy 
num.  Si  e  24. 
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oppure 

Dunque  sostituzioni  immaginarie  sono  soltanto  quelle^  il  de« 
lenmnante  delle  quali  è  congruo  a  zero  rispetto  al  modulo 

pn ._ 

(*)  QmsU  proprieU  è  generale  per  tutte  le  tosti tusioai  sopra  pvi— > 
lettere,  della  forma 

I  Jf*  *  f 

doTe  li  riguardino  al  solito  eguali  griudici  congrui  rispetto  al  modu- 
lo p. 

Affinchè  due  aistemi  d'indici  differenti  m,  n, ...  r;  m',  ii,..  .  r'  siano 
conrertiti  in  uno  stesso  sistema  è  necessario  e  sufficiente  che  siano 
veriiicste  le  congruenze 

d'i»  -^  i5'n  H-  . .  .  -H  AV  ^  ijlni-^-b^fJ-^^  .  .  .  -f-  kV 

a"w-h4''n  +  .  ..^-  A'V=  a'W-h  6V-»^  . ..  AV 


a  »  iiM-*l')  n-4-  ...  -^A(*)  r=a»  m'^- A(^)  n'  H- ...  A(^)  r' 

ossia 

a\m  —  m')  H-  *'(n  —  n')  -♦-  . . ..  -h  A'(r  —  r')  =  0 
a"(m  —  m')  -f-  V\n  —  fi)  -h  . .  .-4- A'V  —  r')  =0 


a  S  (m  _«»')  4.4C)  (n  _  n')  H-  . . .  .  -4-  Ai")  (r  —  r^)  s  0. 

Ora  questo  sistema  di  congruenze  non  può  esser   soddisfatto    a   meno 
che  non  sia  il  determinante 


ab  ...  A 
jj  ^1  a  6   ...  A  f  _  Q 


al")  ò:*)  .  .  .  A{^) 


(  88  > 
Le  (19)  possono  ridursi  ai  (re   tipi  segacoti  : 

(20)      {  \  ,        (21)    I      1         ,         (22)  \at   .    ., 

La  (20)  e  la  (21)  sodo  sempre  reali,  e  danno  p(p — 1)  sosti- 
tazionl  ciascuna;  la  (22)  contiene  p^(/) — 1)  sostituzioni,  poi- 
ché a  può  avere  p  —  1  valori  differenti,  e  p  ne  possono  a- 
vere  i  e  &';  ma  p(p —  1)  di  queste  sono  immaginarie,  al- 
trettante essendo  le  combinazioni  dei  valori  di  a,  i  e  V  per 
le  quali  è  soddisfatta  la  congruenza 

D=ai'  —  4  =  0. 
In  conseguenza  la  totalità  delle  sostituzioni    (19)  sarà  di 

/>(/>— l)(f -♦-*). 

e  questo  sarà  il  grado  del  gruppo  K  della  equazion  modu- 
lare. 

Poniamo  li  \  rt 

0  =!at-f-  h  I  (p  =j«i -+-/?! 

[ai  H-  i'J  [ali  ^jS' 

D  =aA'  —  a'6  D'  =  aj8'  —  a'/3  , 

e  conveniamo  con  Legendre^  |—  j  =  1  significhi  che  m  è  re- 
siduo quadratico  di  j9,|— \= —  1,  che  n  non  é  residuo  di 
p.  Facendo  il  prodotto  delle  due  sostituzioni,  avremo 


oppure 

Dunqae  è  neeettario  e  iufflciente^  affinehè  una  sostituzione  (a)  sia  imma- 
ginaria, che  il  suo  determinante  sia  congruo  a  zero  rispetto  al  modu- 
lo p. 


(89) 
9<P  =  |a,t-t-  6, 


a\i 


n 


dove 


a\  =  aoc'  ^  d^  ,     4',  =  hti  ^V^\ 
e  il  determinante 

<|aÌDdi  se 

(7)=-(;)     (7)=-*- 

Da  ci^  ne  segue  che^  quando 

la  derivata  d^  di  S  per  mezzo  di  ^  avrà  anch*essa  ii  deter- 
mioante  Di  residuo,  poiché,  essendo 

t)(7)=(7K7 

e  quindi 

Dunque  se  si  deriva  per  mezzo  di  una  sostituzione,  ii  de* 
terminante  delia  quale  è  non  residuo  di  />,  un  gruppo  M 
formato  con  tutte  le  (19)  reali  che  hanno  il  determinante  re- 


(T)(r)=(7K7')=-' 


(90) 
sidao,  e  che  sarà  di  grado  ^— -^ ,  si  avrà  un  de- 

rivato  eguale  al  primitivo  :  e  quindi 

(23)  K  =  MN. 

indicando  con  N  il  gruppo  delle  due  permutazioni  ,  la  cui 
sostituzione  differente  dalTunità  ha  il  determinante  non  resi- 
duo di  p  (*). 

Quando  p  H-  1  è  il  prodotto  di  fattori  primi  differenti,  il 
gruppo  M  è  primo,  perchè  altrimenti  dovrebbe  essere  a  let- 
tere congiunte,  e  quindi  il  suo  grado  divisore  di  1,  2  .  . . 
a.  1.  2.  3. ...  ^  essendo  a/3  =  p  -4-  1  ;  il  che  è  impossibile, 
contenendo  nel  suo  grado  il  fattore  primop  >>a  e  >>  /3  (^. 
D'altronde  p+1  ha  sempre  dei  fattori  primi  differenti,  a  me- 
no che  non  sia  eguale  a  una  potenza  di  2,  poiché  altrimenti  p 
sarebbe  un  numero  pari  e  quindi  o  non  primo  o  eguale  a  due. 

h,^  Se  il  gruppo  M  non  si  può  decomporre  in  gruppi  di 
prima  classe  ,  è  però  la  somma  di  p  gruppi  derivati  simili 
nei  casi  determinati  dal  seguente. 

Teorema.  Allorché  h  potenze  dispari  <C  p  '^  ^  di  una  ra- 
dice primitiva  g  del  numero  primo  p  =  4n  +  3  ,  per  la  quale 


\  p  ì 

—  X  ,   òuuwò/uruw.  u  &  urta  u  »    aura  ucuc   uuc    cu 

gruenze 

(24) 

jT  V  —  5r(^  -f.  l)x  -f-  1  —  0  (mod.  p) 

(25) 

^  V  —  (^  +  l)x  -1-1—0, 

(*)  Prendo  questa  occasione  per  notare  la  inconvenienza  della  tra- 
srormazione  in  indici  frazionari,  che  ho  l'atta  nella  mia  Memoria  Sulla 
risoluzione  delle  equazioni  Parte  I.  num.  38  per  dimostrare  questa  de- 
composizione nel  caso  generale:  la  dimostrazione  rimane  la  stesta  , 
mantenendo  gViudici  interi. 

(**)  Vedi  la  Memoria  più  volte  citata.  Parte  I.  $.  III. 


(91  ) 
t7  gruppo  M  è  la  somma  di  p  gruppi  derivati  simili  a  leiiere 
congiunte. 

Sia  jT»'-*-*  una  radice  della  (24),  sostituendo  e  riducendo, 
avremo 

(26)        g'ig-'*^  -1)*  -h  y(^_l)(,»'»  _1)  _  y  -|- 1  =  0. 

Ora  è  facile  verificare  le  due  identica 

(28)    (y»'+3  -l)(y»'*'  -~l)=y'(5"'*'  —i)'Ms'  — iXy»**'-!) 

Sottraendo  la  (27)  dalla  (28)  moltiplicata  per  g,  si  ha 
g[g''*3  —  l)(ya/+.  _  1)  _  (y»'+a  -  1)» 

=  (j^-i)  (s'iS^*'  -  !)•  -t-  ^(ir  -  m^'*'  -  1)  -  y  -t- 1)  =  0, 
onde 

Dalia  (26)  si  ricava  anche 

la  quale  poiché  (- )  =  ^  '     ^^ 

e  quindi 

^ I 

dove  7  è  un  intero  <rT. —  >  ^  dalle  (29)  e  (30) 

(31)  t- 1  =  g^y  . 


(92) 
Se  g*'"^^  è  una  radice  della  (25),  soslitucndo  si  ha 

(32)    g'(g-'^'  -l^  -f.(2y+l)(y-.l)(,^+'  _1)^.,(,_1)=  0 
é  sottraendo  la  (27)  moltiplicata  per  g  dalla  (28) 

(g2i^3  -l)(,i'-^i  —1)  —  gig^-*-^  —1)» 

=(ì-g)(g'(g^-^'  -l)^+(2y-f.l)(y-l)(j--«  -1)  ^g{g-ì))^ 

onde 

(33)  ^__4=/ 


Dalla  (25)  si  rileva 
e  qaìndì 


che  dà 

(34) 


^2/H.i  _  -1  ^ 


e  sostituendo  nella  (33) 

(35)  i!! T=r^-*" 

he  sostituzioni 


(36)  \a-BLZÌ—Jl  •      (37)  L.a^i  Jzl 


appartengono  al  gruppo  M,  poiché  i  bro  rispettivi  determi^ 
nanti 

g2iè^.)  (,  _  1)  ,  5r^(5*«)-M  (1_  g) 

tono  ambedue  residui  quadratici  di  p  y  essendo 


(93) 

1 

quando  f  è  della  forma  4n-}-3  ,  e  perciò  (—  l  =  —  1. 

Valendosi  della  notazione  di  Cancky^  adottala  anche  dal  Ser- 
reij  si  può  porre  la  (36)  sotto  la  forma 

0    00     g^    g^ ^^«  ^»«-»-' gP-'g 

{  9^'  9^^  /*    9^'  »     0  /'    /' 

dove  I  =   - —  ,  e 

a   '^  =  Q^^^ —  =    flr*<> 

^  ^        ya;a-;3) \  ^        gij-cc)  _  1 

yu  y 

Se  prendiamo  il  1.®  dei  due  valori  di  jr  ^  e  di  ^  ^  quando 
j3  <<  a  9  e  il  2.^  quando  jS  >>  a ,  il  massimo  valore  del  più 
piccolo  dei  tre  esponenti  di  g  formati  colla  differenza  di  a 

e  dì  /3,  che  ivi  compariscono,  sarà  /)  —  3,  perchè  ^-- —  ò  il 

più  gran  valore  che  possono  avere  ce  e  /3.  Quando  g  inal- 
zato a  questo  più  piccolo  dei  tre  esponenti  sarà  radice  del- 
la (24)  si  avrà  dalle  (30)  e  (31) 

e  quando  sarà  radice  della  (25),  le  (34)  e  (35)  daranno 


(94) 
Anche  alla  (37)  sì  potrà  dar  la  forma 

0     00      g^     g^ ^^«  y^«-*-" gP-^  g 

g2$   ^a3+i  /i   /t 0     00 /'  /' 

dove 

^&  .  flr2')3-«)  _  I  ^>{«-^)  —  1 


d*onde  si  deduce  aualogamcnle 

oppure 

/^  =  j^y,  g'^  =  ^^y-^«  . 

Dunque  le  sostituzioni  (36)  e  (37)  o  permutano  tra  loro  le 
lettere  di  ciascuna  delle  seguenti  ^-^   coppie 

(38)        0  00  gY  g^g^  ....  ^^«  g^^-*-'  ....  g"''  g 

ossifero  permutano  le  coppie  stesse  una  nell'altra. 

Questa  proprietà  non  appartiene  ad  alcuna  delle  altre  so- 
stituzioni del  gruppo  M,  e  del  tipo  (22).  Infatti,  supponiamo 
che  goda  di  questa  proprietà  la  seguente 

t 

(39)  )a  i^^  '' 

essa  avrà  anche  la  forma 

0    00      i     e     •  •  •  . 

ab  ^  f 

—  a       0     00    ...  .1  ) 
e 


(  95) 
io  coosegucnza  dovrebbe  aversi 

OFvero 

.^.:::4-:::l„,„_ 

aversi  a^g"^^^ ,  e  nel  2.o  a  ^  y^^ ,  e  quindi  la  (39)  o  sa- 
rebbe una  delle  (37)    o  una  delle  (36). 

Quanto  alle  sostituzioni  del  gruppo  M,  e  dei  tipi  (20)  e 
(21)  è  facile  a  vedersi  che  godranno  la  proprietà  in  qui- 
tftione  soltaato  le  seguenti. 


(40)  yz  i     t         (41)  {il, 


».ò-*-i  j* 


La  (40)  si  può  considerare  come  un  caso  particolare  dolla 
(36),  quello  cioè  in  cui  invece  della  coppia  g^'^^  g^^  si  pon- 
ga o  oo;  e  la  (41)  si  può  dedurre  egualmente  dalla  (37) 

Pertanto  le  uniche  sostituzioni  (36) ,  (37)  ,  (40),  (41)  del 
groppo  M  saranno  a  lettere  congiunte,  cioè  o  permuteranno 
Ira  loro  le  lettere  delle  coppie  (38)  o  permuteranno  le  cop- 
pie funa  neiraltra;  e  poiché  i  loro  prodotti  devono  godere 
la  stessa  proprietà,  esse  constìtuiranno  un  gruppo  L.  Il  gra- 
do di  questo  gruppo  si  otterrà  numerando  tutti  i  valori  pos- 
sìbili delle  costanti  che  compariscono  neirespressioni  di  quello 
sostituzioni,  perchè  sono  tutte  quante  reali.  Ora  d  può  avere 

K- — 5 —  valori  differenti  ,  e  a     — ;? —  ;  quindi  e   facile    de- 

ip  -.  \)fp^i) 
darre  che   -=^ sarà  il  grado  di  L. 

Derivando  L  per  mezzo  delle  sostituzioni  (19)  non  com^ 
prese  nelle  espressioni  (36)  (37)  (40)  (41)  si  avranno />  grup- 
pi derivati  simili,  la  somma  dei  quali    coustituirà  ii  gruppo 


(96  ) 
M  di  grado 

2  • 

5."  Quando  p  =  4n  +  l  non  si  può,  come  per/>=4iH-3, 
construirc  coq  alcune  sostituzioni  di  M  un  gruppo  di  grado 


ip-ì){p^ì) 

2  ' 

nel  quale  siano  lettere  congiunte  o  oo ,  e  altre  coppie  di  let- 
tere che  abbiano  un  rapporto  non  residuo  quadratico  di  pi 
poiché  allora  se  appartengono  a  M  le  (36)  e  (40)  non  yì  ap- 
parterranno le  (37)  e  (41),  e  viceversa  (v.  n.""  4.°).  Vediamo 
se  per  sostituzioni  analoghe  a  quelle  potranno  esser  congiunte 
oltre  0  e  00  9  lettere  che  abbiano  un  rapporto  residuo. 
Siano  le  coppie  delle  lettere  congiunte  le  seguenti 

0  00  9  g^  .g^  9^ g^'^  g\ 

Alla  sostituzione 


Q 


può  darsi  la  forma 

0  00  g  g^  g'^  g^  .  >  .  g^''  g"" 

0  00   g^g^  g^  g^ 


.  •  •  g^'-'g^y 
'  '  '  g^   g^j 


onde  non  sarà  a  lettere  congiunte  nel  modo  voluto,  a  meno 
che  non  sia 


cioè 


e  quindi 


y4  =  l(mod./>), 


4  =  />-l, 


/>=5. 
LfO  stesso  si  trova  per  la  sostituzione 


<97) 

t 
1 

2  • 

Donqae  soltanto  per  p  =  5  ,  paò  tentarsi  la  decomposizione 
di  M  in  p  gruppi   derivati   simili  e  non   egnali ,  nei  qaali 
siano  congionle  le  lettere  che  hanno   un    rapporto   residuo. 
Ecco  come  ha  luogo  di  fatto  questa  decomposizione. 
Le  tre  sostituzioni 


i  •  {^1 


2t 


»-4-l 

e  quelle  che  si  ottengono  moltiplicando  le  medesime  tra  loro, 
danno  il  grappo  L  a  lettere  congiunte  di  grado 

(5-+-l)(5-l) 


=  12: 
questo  derivato  per  me£zo  della  sostituzione 


[: 


dà  i  5  derivati  simili  che  sommati  fanno   il  gruppo  M   di 
grado 

<^  -^  ^H^  -  ^)5  =60. 


2 


Aramli  di  Scitnxt  Mot.  e  FU.  T.  ir.  mano  18tf3. 


/: 


(98) 
(L) 
ao0  2341    oo0  3241      «0  3214    o)0  2314 
2341ao0    32410qo     3214ao0    23140» 
4  1  QoO  2  3    410qo32      1  4  ooO  3  2    1  4  0  oo   2  3 


(M) 


3O13402  0914302  oo  1  4  3  2  0  aol3420 
3402ool  4  3  0  2  100  4  3  2  0  oo  1  3  4  2  0  1  oo 
)2aol34    02  1qo43      20ool43    201oo34 

OO24013      oo204i3    oo2  O  4  3  1    ao24031 
(4013oo2      0413200   0431oo2    40312oo 
13ao240      132  00  04    31oo204    312oo40 

(Li) 

OO30124  0031024  oo31042  qo30142 
0124oo3  10243OO  1042oo3  01423oo 
2  4  ao3  0  1      2430010    4  2  oo3  1  0    4  2  3  «0  1 

oo4  1  2  3  0  oo4  2  1  3  0  ao4  2  1  0  3  qo4  1  2  0  3 
1230qo4  21304qo210  3oo4  12034ao 
30oo412      30l4oo2    O  3  qo4  2  1    O  3  4  oo    1  2 

6."  Poiché  le  due  congruenze  (24)  e  (25)  sono  di  2."    gra- 
do>  0  quindi  ciascuna  non  può  avere    più  di  due  radici  in- 
congrue, affinché  abbia    luogo  la  decomposizione  dipendente 
dal  Teorema  del  num.  4.** ,  non  dovranno  i  numeri  dispari 
p  —  2  essere  in  numero  ^  4  ossia  dovri  aversi 

£-3< 


(  99) 
onde  p  dovendo  anch'  essere  della  forma   4n  +  3  e  primo  , 
Qoo  potrà  essere  che  7  e  11.  In  questi  due  casi  però   sono 
verificate    tutte  le  condizioni  del  teorema. 

1.**  Caso  :  />  =  7  ;  j  =  3    dà    (— )=  (y-)=*>  «  (25) 

diviene 

2^^  _  4jrr  H-  1  =  0  (raod.  7) 

la  (|uale  e  sodisfatta  dalla  potenza  dispari  di  3  minori  di  5, 

Le  coppie  di  lettere  congiuute  del  gruppo  L  saranno 

0,  oc;  2,  6;  4,  5;  1,  3; 

2.«  Caso  :  />  =  11  ;  y  =  2    dà  (^^)=  (jr)  =1;  «  la 

(24)  diviene 

4^^  _  6x  -4-  1  =0(mod.  11), 

che  ha  per  radici 

a:  =23,  =25. 
La  (25)  dà 

4jc3  _  3j?  H-  1  =  0, 

le  radici  della  quale  sono 

x=2,  =  27; 

e  in  conseguenza  tutte  le  condizioni  del  Teorema  sono  sodi* 
sfatte;  e  le  coppie  di  lettere  congiunte  di  L  saranno 

0,oo;     4,8;     5,  10;     9,7;    3,6;     1,2. 

Da  tutto  ciò  si  raccoglie  che  per  p  =  5,  7,  11  il  gruppo  M 
é  la  somma  di  5,7,11  gruppi  L  derivati  simili,  a  lettere  con- 
giunte ciascuno;  ma  che  questo  non  ha  luogo  per  i  numeri 
primi  maggiori  di  questi. 

7.®  Poiché  il  gruppo  K  della  equazione  modulare  per  Tor- 
dine  p  è  \ì  prodotto  del  gruppo    M   per  uno  N  di  2.*^  gra- 


(  100  ) 
do,  aggianta  una  funzioDc  delle  rabici  variabile  per  le  sole 
sostilazioni  di  M,  noQ  rimarrà  che  da  risolversi  una  equa- 
zione di  2".  grado  (^).  Ora  una  funzione  razionale  delle  ra- 
dici invariabile  per  le  sostituzioni  di  L  ,  acquista  per  tutte 
le  sostituzioni  di  M  p  soli  valori ,  i  quali  sono  per  ciò  ra- 
dici di  una  equazione  di  p^^'^^x^  grado  ;  e  poi  cbé  ciascuno 
di  questi  ò  invariabile  per  le  sostituzioni  di  uno  solo  dei 
gruppi  derivati  simili  L ,  e  variabile  per  quelle  degli  altri, 
aggiunti  tutti,  sarà  ridotto  il  gruppo  a  N  soltanto,  e  quin- 
di aggiunto  anche  un  radicale  di  2^  grado ,  sarà  risoluta 
la  equazione  modulare  {**).  equazione  di  p^^'^^o  grado  dalla 
quale  dipende  la  risoluzione  della  equazione  modulare  nei 
tre  casi  rammentati^  non  può  risolversi  per  radicali,  poiché 
é  di  grado  primo^  e  il  suo  gruppo,  simile  a  M,  è  di  grado 

— ^ ^(p^i)  (***)•  laonde  si  possono  stabilire    i 

seguenti  teoremi. 

Teorema  I.  La  equazione  modulare  per  la  trasformazione  del- 
Vordine  p»*''**^  non  è  risolvibile  p^  radicali  ma  può  abbassarsi 
dal  grado  p-4-1  al  grado  p,  net  tre  casi  rft  p  =  5,  7,  11. 

Questo  Teorema  è  dovuto  a  Galois  chò  lo  annunziò  nella 
ultima  sua  lettera  a   Chevalier. 

Teorema  II.  La  equazione  che  serve  a  determitiare  Sen  am  — 

P 

i  decomponibile  in  p-hl  fattori  di  grado  p — 1  risolvibili  per  ra- 

dicalij  quando  si  aggiungano  le  radici  di  una  equazione  di  gra- 
do pHhl  la  quale  non  è  risolvibile  per  radicaUy  ma  si  può  ab- 
bassare al  grado  p,  quando* p  =  5j  7,  11. 
Pistoja,  li  27  Novembre  1852. 


(*)  Vedi  la  mia  Mem.  Sulla  riduzione  delle  equazioui  Parte  11^  n.  10. 
D  Vedi  ivi,  Parte  H;  n.  18. 
("*)  V.  ivi  P.  11.  II.  23. 
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DIMOSTRAZIONE  SU  DUE  TEOREMI 
DI  GEOMETRIA. 

COMUNICAZIONE 

DEL  PROV.  ANTOrVIO  BERNARDI 

di  Modena. 

Fin  dall'anno  1851  il  giovine  Pietro  Riccardi  di  Modena, 
distinto  allicTO  della  scuola  dei  cadetti  Pionieri ,  mi  lesse 
DD  suo  scritto  concernente  la  dimostrazione  di  due  eleganti 
teoremi  di  geometria  (^;. 

Cotesti  due  teoremi  già  intraveduti  in  parte,  ed  in  alcuni 
casi  speciali  anche  addimostrati  da  valenti  matematici  ,  non 
erano  stali  fin  qui  svolti  in  tutta  la  loro  estensione,  ondcclié 
lasciavano  campo  a  qualche  studioso  di  approfondirli  e  col- 
legarli ad  un  solo  principio  geometrico,  del  quale  a  guisa 
di  tanti  corollari  ne  discendessero  le  verità  correlative.  Que- 
sto sensato  lavoro  é  stato  appunto  eseguito  dal  giovino  Ric- 
cardi^ e  nel  suo  breve,  ma  sucoso  scritto,  oltre  d'avere  som- 
mamente semplificate  le  altrui  dimostrazioni  ha  saputo  soN 
lerarsi  al  vero  punto  di  vista  e  porgerne  quindi  la  generale 
dimostrazione  con  una  concisione  e  con  tale  disinvoltura  che 
onorano  il  giovine  alunno.  Il  nostro  autore  si  apre  la  via 
alla  discussione  dei  due  teoremi  in  discorso  nel  seguente 
modo. 

«  La  singolare  proprietà  inerente  alla  natura  di  alcune 
j>  curve,  ad  uguali  condizioni  sottoposte  ,  di  costantemente 
)'  riprodursi^  fu  soggetto  fecondo  a  molti  e  segnalati  studj 
»  dei  primi  cultori  dell'  analisi  infinitesimale.  Giacomo  Bcr- 
»  noulli  volea  scolpilo  sulla  propria  tomba  il  celebre  motto: 
»  eadem  mutata  resurgo  -  a  perpetua  ricordanza  dell'elegante 


(*}  Ciò  sìa  dello  per  constatare  la  data  dello  scritto. 
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»  caratlcrc  da  lui  trovato  nella  spirale  logaritmica  di  rina- 
»  sccrc  nella  sua  evoluta^  nella  sua  caustica,  nella  sua  an- 
»  ticvoluta  e  nella  sua  pericaustica.  Analoghe  proprietà  fu- 
»  rono  scoperte  dallo  stesso  Bernoulli  e  dalfHuyguens  nella 
»  cicloide  :  il  Leibnìtz  poi  innalzandosi  a  più  generali  coo- 
»  siderazioni  sulle  curve  che  si  formano  da  una  infinità  di 
»  linee  rette  o  curve  concorrenti  in  una  serie  di  punti,  di- 
»  sposti  secondo  una  data  legge^  riuscì  in  certa  guisa  a  por- 
»  re  sotto  un  punto  solo  di  vista  ed  a  riunire  in  uà  sol 
»  corpo  di  scienza  tutte  le  speciali  considerazioni  che  per  lo 
»  innanzi  eransi  fatte  dai  prelodati  geometri. 

»  Se  non  che  il  genio  del  dotto  da  Lipsia  di  rado  appli- 
»  c^to  ai  minuti  particolari,  sollevavasi  alla  pura  contempla- 
»  zione  dei  metodi,  de'quali  resosi  una  volta  padrone  lascia- 
»  va  ad  altri  la  briga  di  applicarli,  approfondirli  e  perfezio- 
»  narli.  Queste  dottrine  adunque  schiusero  un  nuovo  e  va- 
»  sto  campo  alla  geometria^  in  cui  se  molta  messe  vi  rac- 
»  colsero  i  primi  coltivatori ,  ne  rimase  tuttavia  ad  altri  il 
»  comodo  di  spilogarvi  utilmente.  Per  la  qual  cosa  colfiu* 
»  tendimento  di  faro  una  semplice  applicazione  di  questa  tco- 
»  ria  alle  sezioni  del  cono,  ho  assieme  riuniti  i  due  seguenti 
»  teoremi,  in  ciascuno  dei  quali  le  sezioni  medesime^  sotto 
»  due  condizioni  diverse  ,  costantemente  si  riproducono.  E 
))  tanto  più  volentieri  mi  sono  applicato  a  questo,  comunque 
»  tenue ,  lavoro  in  un  epoca,  in  cui  non  a  torto  si  giudica 
»  della  importanza  delle  cose  dalla  pratica  utilità  che  ne  de- 
»  riva,  in  quanto  che  taluno  potrebbe  farne  utili  applicazioni 
»  nella  pratica  geodesia,  e  dedurne  nuovi  e  semplici  artifizi 
»  per  la  costruzione-  meccanica  di  queste  curve  ». 

In  questo  breve  proemio  Tautore  ha  per  iscopo  di  far  co- 
noscere il  principio  che  Tha  guidato  all'analisi  dei  due  teo- 
remi che  formano  il  soggetto  della  sua  Memoria,  di  mostrare 
il  nesso  che  li  congiunge,  e  di  far  vedere  che  questi  altro 
non  sono  che  due  modificazioni  di  una  vasta  teoria  che  li  gè- 
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nera  ed  abbraccia,  come  si  farà  palese  dal  santo  che  ne  por- 
giamo ai  giovani  studiosi. 

Era  già  noto  il  teorema  —  La  linea  che  passa  per  tutti  i 
punti  di  mezzo  delle  corde  condotte  da  un  medesimo  punto 
della  periferia  di  un  cerchio ,  ò  puro  un  cerchio  di  raggio 
uguale  alla  metà  di  quello  del  primo.  — 

La  maggiore  ampliaziono  di  questo  teorema  suggerita  dal 
Lotteri  [*)  consisteva  nel  considerare  il  caso  in  cui  lo  rette 
fossero  divise  in  una  medesima  e  qualsivoglia  ragione,  e  que* 
sic  concetto  forma  appunto  il  primo  passo  alla  generalizza- 
zione del  teorema,  il  quale,  come  risalta  dal  processo  anali- 
tico del  Riccardi,  sussiste  ancora  quando  il  punto  dal  quale 
partono  lo  rette  sia  dentro  o  fuori  della  periferia  circolare. 
Di  più,  non  solo  nel  cerchio  si  dimostra  veriGcarsi  una  tale 
proprietà,  ma  eziandio  nelle  altre  sezioni  del  cono  ,  olisse , 
ìperbola  e  parabola,  ondechè  in  seguito  alle  parziali  dimo- 
strazioni, esibite  dalfautore  per  ciaschedun  caso  particolare, 
ed  alla  generale  che  tutte  le  comprende,  si  può  couchiudere 
che  : 

<{  La  linea  che  passa  per  i  punti  in  cui  sono  divise  in  una 
qualsivoglia  ragione  le  rette  condotte  da  un  punto  qualunque 
del  diametro  principale  ,  o  del  suo  prolungamento  ,  di  una 
curva  di  second  ordino  al  suo  perimetro,  ò  sempre  della  stes- 
sa natura  di  quelle  curve  medesime  :  cioè  nel  cerchio  è  un 
cerchio^  nell  clisse  è  una  olisse,  nell'iperbola  é  una  iperbola, 
nella  parabola  è  una  parabola;  e  gli  elementi  della  seconda 
sono  sempre  uguali  a  quelli  della  prima  moltiplicati  pel  dato 
rapporto.  » 

Ma  la  maggiore  estensione  di  cui  era  suscettibile  questa 
elegante  proprietà  delle  curve  di  second*ordine  ,  consisteva 
nel  considerare  il  caso  in  cui  il  punto  donde  si  spiccano  la 
rette  fosse  comunque  situato  nello  spazio,  e  ciò    appunto  ò 

(')  Inlrod.  al  Calcolo  Sublimo  Part.  II.  $.  33. 
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»  procurato  di  dare  a  questo  teorema  la  maggiore    geoera- 
)  ìììà  possibile,  estendendone  l'applicazione  ai  solidi  di  rivo- 
»  lozione,  e  determinando  i  rapporti  fra  gli   elementi  delle 
»  saperGcie,  o  dei  volumi  generati  e  generatori.  » 

Conformemente  airenunciato  il  nostro  autore  si  applica  in 
primo  luogo  alla  semplificazione  delle  dimostrazioni  esposte 
dai  prefati  geometri,  ed  alla  determinazione  in  ciascun  caso 
particolare  dei  rapporti  fra  le  curve  generate  e  generatrici. 
Poscia  salendo  a  maggiore  generalità,  ne  porge  una  dimostra- 
lioae  diretta  e  generale,  mediante  la  quale  arriva  agli  stessi 
risultati,  introducendo  opportunamente  nelle  formole  generali 
le  equazioni  delle  diverse  curve  di  second*ordine. 

Se  non  che  rispetto  al  circolo  in  cui  i  fuochi  si  trovano 
riuniti  nel  centro^  ha  immaginato  che  i  raggi  vettori  partano 
dairestremità  del  diametro,  ed  in  tale  ipotesi  ha  pure  dimo- 
strato verificarsi  la  riproduzione  della  stessa  curva. 

Per  le  quali  cose  egli  intende  essere  riuscito  a  compren- 
dere in  una  sola  enunciazione  il  suo  teorema  ,  esponendola 
nei  seguenti  termini: 

(t  Se  in  ciascuna  delle  curve  di  sccond'ordinc,  sezione  del 
cono,  si  congiungono  i  fuochi  con  un  punto  qualunque  della 
curva,  e  nel  triangolo  che  ne  risulta,  s'inscriva  un  cerchio , 
il  loogo  geometrico  di  tutti  i  centri  di  tali  circoli  similmente 
determinati,  per  la  curva  elittica  ò  una  nuova  olisse,  per  Ti- 
perbola  sono  due  rette  tangenti  la  curva  ai  due  vertici,  per 
la  parabola  è  una  nuova  parabola ,  e  per  il  cerchio  è  una 
curva  circolare.  » 

L'autore  termina  la  sua  Memoria  con  alcuni  corollarj  del- 
l'enonciato  teorema,  applicato  ai  diversi  solidi  di  rivoluzione, 
non  che  ai  rapporti  fra  loro  esistenti ,  fra  i  quali  ne  piace 
dì  segnalare  relegante  proprietà  della  paraboloide  generatri- 
ce di  essere  cioè  sempre  quadrupla  della  sua  generata. 
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LETTERA 

DEL  SIG.  W.  BRIO«€HI 
AL  COMPILATORE 

Signor  Professore 

Spiaccmi  il  dover  occupare  ancora  una  pagina  degli  Annali 
compilali  da  Y.  S.  in  una  quislionc  per  la  quale  già  ne  oc- 
cupai forse  troppo.  E  tanto  più  mi  spiace,  in  quanto  che  le 
osservazioni  inserite  nel  fascicolo  di  Fcbbrajo  1853  di  detti 
Annali  sotto  il  titolo  (c  Sulle  linee  tautocrone.  Osservazioni  ag- 
giunte alFarticolo  del  Sig,  Bertrand»  non  meritando  conside- 
razione veruna  comechè  erronee  o  futili  ;  anche  la  risposta 
a  quelle  osservazioni  non  potrà  avere  alcuna  importanza 
scientifica. 

Non  so  comprendere  come  un  matematico  possa  fare  questo 
ragionamento. 


Data  la  equazione  : 

J  o    tj(5,  ex) 


supponendo  —  =  0  ,  il  valore  di  v  che  si  ottiene  dall'  ese- 
guire eflcttivamente  la  derivazione  rispetto  ad  a,  sostituito 
nel  secondo  membro  delTequazione  medesima,  non  potrà  ren- 
dere $  =  cost.'^  che  per  forme  i>articolari  assegnate  alla  fun- 
zione arbitraria  che  entra  a  formare  il  valore  slesso  di  v.  In 
questo  ragionamento  l'errore  è  duplice,  sia  cioè  per  quan- 
to si  riferisce  al  calcolo  degli  integrali  definiti,  sia  per  quan- 
to si  riferisce  alfintegrazione  di  equazioni  alle  derivate  par- 
ziali. Ma  quantunque  V  errore  sia  manifesto ,  discenderò  a 
considerare  anco  le  apparenze  alle  quali  pare  si  tenga  prin- 
cipalmente il  Sig.  Anonimo.  La  formola  da  me  data  per  la  yelo- 
cità  nella  prima  nota  sulle  linee  tautocrone  {  Agosto  1852  > 
pag.  367)  è  la  seguente  : 


(1)       „=J_x(a«) -yi»)) 
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della  quale  il  Sìg.  Anonimo  dice  (r  non  ineladcre  la  condizione 
del  (aalocronismo  d.  E  lo  prova  nel  seguente  modo;  posto  : 


A«)  -A»)  =  « .      3^-^  =  F''«) 


si  ba  : 


1 


du 


per  CUI  : 


t  =  F{0)  -  F(yi(«)  -  /(O))  . 


E  quindi  accontentandosi  delle  apparenze  dico  il  /  non  es- 
sere indipendente  da  a,  e  ìa  forinola  (1)  porgere  il  valore  di 
i  libero  daWiniegraU  è  ntUla  di  più.  Ma  se  il  Sig.  Anonimo  si 
lesse  dato  la  pena  di  leggere  con  qualche  attenzione  qaella 
mia  nota,  avrebbe  osservato  che  essendo  : 


ÌDollrc  : 


1    _  k{(i)  1 z\e) 


6  quindi  : 

/\a)  =  log.Aft  ,       ./1[5)  =  log.Bz 

A>  B  costanti;  si  ha  : 

j\u)  ~y(,)  =  log.  e  i 

ed 

/(«) -yiO)  ==:  log.  00 

{laccbé  %  è  tal  funzione  che  annullasi  per  5  =  0(pag.  365). 

Dnoque  il  t  contiene  solo  apparentemente  la  ce,  e  ciò  per  la 

Balura  stessa  delle  operazioni  eseguite,  lasciando  interamente 

arbitraria  la  forma  della  funzione y,  come  dove  aver  luogo 

fioche  il  problema  si  riguardi  dal  solo  Iato  analitico. 
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Ho  chiamalo  anche  futili  le  osservazioni  dol  Sig.  Anonime> 
e  tale  appunto  é  la  seconda  di  esse;  nella  quale  Fautore  chia- 
ma :  impiegare  debitamente  la  differenziazione  della  funzione  sog- 
getta alVintegrahj  cioè  della  : 


AS    y 


V(8y  oc) 

il  porro  5  =  ao) ,  o)  nuova  variabile;  intendendosi  forse  che 
non  sia  debitamente  impiegata  queiroperazionc  il  porre  JS=A'a>, 
essendo  z  una  funzione  qualunque  di  e;  k  il  valore  della 
medesima  funzione  dove  in  luogo  di  s  pongasi  a, ,  come  io 
feci  in  quella  nota.  Se  in  luogo  di  (/eiiYamen^e  avesse  il  Sig. 
Anonimo  detto,  pm  brevemente^  poteva  analiticamente  aver  ra- 
gione; ma  non  già  nel  problema  delle  tautocrone,  giacché  quel- 
l'ipotesi  condurrebbe  ad  una  formola  per  la  forza  accelera- 
trice  contenente  una  sola  funzione  arbitraria,  e  quindi  mollo 
meno  generale  di  quella  di  Lagrange. 

Pavia  il  5  marzo  1853. 


SULLE  SERIE  DI  NUMERI  CHE  COMPRENDONO 

I  RERNOULLIANI 

NOTA 

DEL  SIG.  PROr.  GIVSTO  BELL  AVITI» 

Una  Nota  del  Sig.  Prof.  Genocchi  sui  numeri  Bernulliani 
pubblicata  negli  Annali  dello  scorso  settembre  mi  dà  occa- 
sione di  riportare  qui  una  tavoletta  di  coefficienti  numerici, 
che  tornano  opportuni  in  frequentissime  circostanze  ed  alcune 
formule^  che  io  pubblicai  negli  Annali  delle  scienze  del  Re- 
gno Lombardo-Veneto  (1.  bim.  1834),  altre  aggiungendovene, 
che  successivamente  raccolsi. 

Tavola  dei  numeri  che  io  segno  con  (n)r ,  i  valori  di  n 
essendo  scritti  nella  prima  colonna,  e  quelli  di  r  (sempre  po- 
sitivi) aella  prima  riga  orizzontale. 
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12 

—3 
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6 

50 
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120 

0 

1 

252 

0 

2 

3 

4 

5 
6 

—  1 
120 

0 

1 

252 

0 

—  1 

120 

-  1 

120 

1 

252 

1 
252 

19 
120 

—  1 

40 

—  4 
315 

1 

§4 

—251 
120 

9 
20 

—  221 
2520 

—11 

420 

24 

—95 
12 

863 
504 

95 
252 

274 

120 

19087 

1375 
168 

M 

504 

1.  Questi  numeri  (n}^  sodo  i  coefficienti  degli  sviluppi  dei 
fattoriali  in  potenze,  o  viceversa;  cioè  si  ha 


(1) 


(  lay  =a{a-¥-  l)(a  4-  2) («  -4-  n  —  1) 

(    =  o»  -t-  (n),  «»->  4-  (n),  a"-^ 1-  (»»)„.,  a 
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1 

[a]-'*  = r^ 

(2)         J  (a— l).a— 2)(a-3) (a—n) 

=  a"'  -f-  (  —  n),  0-"-*  -+-  (  —  n)a  a"""^  -+-  ecc. 

e  viceversa 

(3)  a-  =  laT  —  (1-n).  [aj"-^  -h  (2-«)  M'-^...ip(-l)^.,a 

(4)  a-"  =  [a]-"  —  (1-hn),  [a]"-'  -+.  (2-H»)j,  [al*"-^  —  ce, 
Servaoo  d'esempio 

[ap  =  a' -H  3a^ -f- 2a , 

Ca]'^  =  a"^  -i-  6a-4  -h  25a-5  -h  90a-^  -f-  ce, , 

a-3  =  [a]-3  —  6[a]-4  ^-  35[a]-5  —  225[a]-6  ^  ee, 

2.  Il  namero  {n)^  per  n  positivo  é  perciò  la  somma   dei 
prodotti  ad  r  ad  r  che  possoao  aversi  coi  numeri  1  ,  2,  3^ 
.  .  .  (n — 1)  senza  alcuna  ripetizione;  e  (—n)^  le  somme  dei 
prodotti  ad  r  ad  r  dei  numeri  stessi  con  ripetizione. 
3.  I  suddetti  numeri  sono  dati  dalle  formule 

(«).  = 2 ,     («)a  =  -jj^—  C-  «]'  , 

..  .       n(n— 1)^         .    ^  ^        _2-5n-l-30n'— 15«V     ,. 
(5)^^(")3=    4^     [-ms  („)4  = ^^ [-«35, 

«(n  —  l)(3n'  — 7«  —  2) 
Le  quali  possono  anche  scriversi  cosi  : 


(  111  ) 

{«),  =  [0]-»  l-nV  , 
(n),  =  2[03-'  C  -  n]'  H-  3tO]-4  [-ni'. , 
(6)<(     (n)j  =  6t0]-4  C— n]4  -+■  20[0]-5  [_n]5H-15C0]-6[.n]6, 
(n)4  =  24l0]-5  [— n]  5  ^-  130l0]-6  [— n]6 
V  M-'2 10[0]-7  [— n]7  -H  105[0]-8  C— n]8,  ec. 

i  cui  coeflBcicDli  numerici  facilmente  si  dclermioano  col  mez- 
zo di  quelli  della  formula  precedente,  cioè  delle  relazioni 

20  =  4(2-1-3),  15  =  5(3-)-0),  24=4.6, 
130  =  5(6-1-20),  210  =  6(20  H- 15),  105=7(15 -f-0), 
120  =  5.24,  924  =  6(24-1-130),  2380=7(130-t-210), 

2520  =  8(210  H-  105) ,  945  =  9(105  +  0)  ,  ec. 

4.  Alle  (6)  può  darsi  altra  forma  contenente  i  numeri  del- 
la noslra  tavola  posti  in  colonna  verticale,  cioè 

/«)^=/q::iZ:ll:rn-i-2l'-'  ±:-—t:^ {n+Zy  [nH-1]' 

_  (-3)r 


(7) 


£13"^  [r  H-  2] 

(1-r), 


frt  -+-  4]-^-'  [n  -\-  ìy 


l[r  -*-  2]'^> 


C«-+-r3'  [n-i-1]'-» 


Esempio 

-  ^Cn  -+-  4]  Cn-1-1]'  -i-  g-^  t«H-l]'  )c0]-5  [-«]5. 


(  112  ) 

5.  Dalle  precedenti  formule  risulta  che  tulti  i  (n)^  si  an- 
nnllaoo  quando  r  -4-  1  >  n  >  — -,  1;  perciò  nella  precedente 
tavola  avrei  dovuto  porre  lo  zero  in  luogo  di  tutti  i  numeri 
frazionari;  ma  ho  supporto  che  in  tal  caso  si  togliesse  alle 
precedenti  formule  il  fattore  che  le  annulla^  il  che  io  espri- 

1 
mo    con    -jr-  (n)^  .  Per  tal  maniera  scrissi  nella  tavola  in  luo- 
go di 

(2).  =  0  n    i-  (2).  =  -''-»-*^_  ^  , 

così  pure 

1    ..^  2.1.-2.-1       1 

0-<^)^= 48 =  I2^'^- 

1 

6.  Vedremo  che  anche  questi  numeri  -j«  (n)^    tornano    di 

grande  utilità.  Intanto  notiamo  che  quelli  corrispondenti  ad 
n  =  0,  n  =  l,  n  =  2  dipendono  dai  numeri  Bernoulliani 
giacché 

(8)  B„.,  =  =t=  ^(1)„. 


1.^.        /     2.3.4       _-  3.4.1        -_.  4.1. 


Se  nello  (7)  poniamo  n  =  0  si  ha  per  esempio 

4.1^ 

^^^^                    123v                                1 
1701  Ilir\  rOn-5  rn4  — L. 

6.7.8/*-  -^     ^  •'  120  • 

7.  La  tavola  dei  numeri  (n)^  si  costruisce  facilmente  col 
mezzo  della  relazione 

(10)  (n  + 1),  =  (n),  H-  n(«)^.  , 
avvertendo  che 

(11)  («)«=1,    (-l).^l, 


(H3) 
(r  -4-  1),  =  [1]'^ . 
Colla  stessa    (10)    si    calcolano  anche  i  numeri   frazionarii 

'r(^)rf  purché  se  ne  conosca  la  prima  riga -^^  (0)^    dipen- 
dente dai  namcri  Bemoulliani. 

8.  I  nameri  della  linea  obbliqua  discendente  3,  11,  50  , 
274, . . .  danno  la  somma  della  serie  armonica 

,         1        1 

"^  2  ■^"S'  "*-  •  •  •  •  ' 

giacché 

(13)       (n  H-  1);,.,  =[13«  (l  -4-  1-^  1  .  .  .   ^  1  ). 

9.  Moltissime  relazioni  hanno  luogo  tra  i  numeri  interi 
[n)r  ed  anche  tra  i  frazionarii  rr»  (n)^  .  Eccone  una  che  com- 
prende i  prodotti  dei  numeri  posti  in  due  righe  orizzontali 
della  tavola 

(14)  ] 

(  q=  {n)r  (r  —  n)^.^  =fc  (r  —  n)^  =  0; 

per  esempio  sen  =  5,r=:3si  ha 

50— 35.3 -f.  10.7— 15=0. 

1 

L'equazione  sussiste  anche  rispetto  ai  ^  (n)^  ,  ed  anche   di- 

Tisa  per  zero,  il  secondo  membro  resta  nullo;  avvertendosi 
per  altro  che  quando  si  giunge  ad  un  termino  pel  quale  il 
fattore  zero  dee  togliersi  dal  secondo  fattore  {f  —  n)/  anzi- 
ché dal  primo  (n),-  bisogna  cangiare  i  segni;  così  per  esempio 

^(4)4  -+-  (4)3  5-(0),  -  (4),  1.(0),  -h{AU  !•  (0)3- J- (0)4=0, 

jinnaii  di  Seitn.  JUat,  e  FU.  T.  IF,  marzo  1853.  8 


(  114  ) 

cioè 

251       „    1        ,,    l        ^  „        —1       « 

Col    mezzo  di  questa    formula  si  possono  calcolare   tatti  i 

1  1 

9  (n)r  conoscendo  i  ^  (0)^  ,  cioè  i  nqmeri  Beraoalliaai. 

10,  Colla  stessa  avvertenza  anche  dalla 

(     (n)r  ■+■  {»)r-i  {r  —  n),-ÌT  (n)^.,  (r  —  »),  .  .  . 

(15)^ 

(        ^{r—H)r=Ln  —  r-i'  lY  [0]"^  [1  —  nY 

può  togliersi  il  fattore  zero  che  la  annulla.  Cosi  se  ne  può 
dedurre  non  solo  la 

35  -^  10.6  -H?5  =  C4]'  [0]-^  l-iy  =  120  , 

fna  anche  la 

—251       ^1       ,,1        „-         —1 
__  _  6.-,  _il._  -  6.0  ~  ^ 

=  [1]4  C0]-4  [—  31'  ==  —  6  . 
Non  sono  molto  differenti  dalle  precedenti  formule  le 

(  («)r  —  («)r-i  (r  —  n  + 1),  H-  (n)^,  (r  —  n  -H 1),  .  .  . 
(16)  5 

f         =t:  (r  —  n  -+- 1)^  s=  Cn  —  ri'- . 

((n)r  ■+-  (n)r-i  (r  —  n  -i-  1),  -+-  (n)^,  (r  —  n-f^  1).  .  . . 
(17) 

^     -*-  (r  —  n  H-  1)^  c=  2=  [1  —  n]'  [0]-'^  [1  —  n]-^  j 

esempii 
35  - 10.3  -t-  7  =:  [3]%  35  ^  10.3^-7  *=  [-43'  tO}""  t— 4]% 

-Ì2Ò-4-"4*''''-ia)  =  '"'' 

-120 +"•?-"•  li-"»- 13)  =•■ 


(  115  ) 
Bicasi  lo  stesso  delle 

((«)r  —  (n)r-i  (r  —  tt  —  1),  -+-  (n)^.,  (r  -  »  ^  1),..., 

(i8)  5 

I  =fc(r~n -1),  =  0. 

(      («),  ■+■  {>»)r-,  (r  —  »  —  1),  -f- 

(19)1 

(         -t-  (r  —  n  -  1)^  =  db  C— ni'  [0]- 1— «T  ; 

tscnpii 

50  —  35,6  -t-  10.25  —  90  =  0 , 

50-t-35.6  -1-10.25  -f-  90  =  —  [—5]'  [0]-»  [—5]'  , 

_0-2.,^  -^  3.0  —  —-  =0, 
120  12  120 

*^  _0-2.i-3.0  -  :=J=0. 


120  12  120 

Si  ha  pure  la 

m    (n),  — (nV,  (-•).  ■+■  (»)r.,  (-»),  ...  tfc  (— «),  =  =*=»-•, 

esempio 

0  —  2.6  -*-  3.25  —  90  =  —  35 . 

11.  Altre  formule  eotopreudono  invece  i  prodotti  di   tcr- 
miai  posti  in  duo  righe  oblique  discendenti;  tali  sono 

((n),  —  (n  —  1)^,  (-»),  -+-  (n  —  2),.,  (1—»),  —  .... 

(2i)  \ 

i         d=(r-n— 1),=  it—nr  [03- ; 

Un),  -  (n— 1)^,  (1  —  «).  -f.  (n-2),.,  (2-n),  r-  .... 
(22)^ 

(  d=(r-n).  =0; 

l(«)r  -  (»  -  l)r-.  (2  -  n).  -K»  -  2)^,  (3-n), .... 
(23)  \ 


(  116  ) 

•(n)r  —  (n— 1)^.  (3-n).  -t-  (n-2)^,  (4— n),  . ,  .  . 

(24)  , 

±  (r-fH-2),  =2-  [0]-  (-L  -(-  1  -nV2  —  ni—. 

Esempii 

50  —  11.15 -h  3.65  -.  90  =  —  C— 5]3  [0]-'  ; 

50  —  11.10  -4-  3.25  —  15  =  0  ; 

50  —  1 1.6  -1-  3.7  —  1  =  [0]-»  [— 4]3  ; 

50  — 11.3  H-  3.1  —  0  =  23  t0]-3  (—  -|  )[— 3]*  ; 

863        9  19      _         1     Q_         1 

504  ~  20  •  ^^  "^  120"  •  ^"^  "■  12  •  ^"  "^  12  •  ^* 

8^_A    10^  li    25-    *     15 

1  1 

12  252  ' 

863       9     -         19    «        1     ,       n       n  1 

5-ór-2Ò-«"^l20-'-T2*-*-^-«-2^ 

=  tO]«C— 434  1; 

863        9    -        19      ,     n   .   n       n        —4 
5()4-20-^-*-T20*-^-^*^-^-ir5 

=  26  [0]-6  (_1)  [_3]3  . 

12.  Le  procedenti  formule  sono  in  parie  comprese  nelle 
dae  seguenti  relative  a  prodotti  di  numeri  posti  in  due  ri- 
ghe orizzontali  della  tavola 


(117) 

(«)r  («)r-.   (W).  (n)r-,  H, 


[1—»»]'      [1— «]'-'  il— my      [1— n]'-a  [1-ml"  '  "  * 

125)  ; 

(«»)r     _    (m  -t-  n)^ 
[1— m]'^       [1— m— n]'^  ' 

{«)r  («)r-.  (m) .  ,  («)r- j  (»n)a 


•        •        • 


(m)^     (m  -H  »i)^      • 

[  —  my  ~  [— m— n]'^ 

0  nelle  altre  dac  relativo  a  prodotti  di  numeri  posti  in  duo 
righe  obbliquc  discendenti 

f>V   ^       (n— !),„  (m-f-1),     ^       {«-2U  (^+2), 


M-ny      [1— n]-*  [—1—  m]»      [2— n]'-^  [— 2— m] 

[ — r — m]  '•      [ — m —  n]  '' 

^  (n),    ,   (n-1)^,  (iiH-1),    ,      (n-2)^,  (mH-2), 


)[-n]-^  Vl—ny^  l—mV       [2— n]-^  [_l_wi]» 
(28)   . 

(m-4-rV  (m-f-n)^ 


L — f'+'l—my       l-^m—n-^-ly  ' 

le  quali  quattro  equazioni  facilmente  si  dimostrano  mediante 
le  (39),  (42). 

Se  qualche  numeratore  sia  nullo  j  e  nel  denominatore  vi 
sia  il  fattore  0,  a  questo  si  attribuirà  il  segno  +»  e  si  ado- 
preranno  i  numeri  frazionarli  della  tavola;  esempio  della  (25) 

{3)i        .       (3h(2),      ,        (3),  (2).  (3),  (2)3 


[—21^0.1  '  [— 2]'0  (—1)  ■  [—23*  (—1)0^  (— 2)(-l)0.1 

.         (2)4       _       (5)4     _, 

■*"  (-1)0.1.2  —  t  —  4l4  —  ^- 


(118) 

13.  Tra  le  raoltissimc  conseguenze  di  queste    formule   ne 

daremo  due  che  possono  servire  a  determinare  oghi  numero 

1 
Bernoulliano,  cioè  uno  dei  nostri  Tr(l)r  mediante  due  righe 

orizzontali  dei  numeri  interi  della  tavola,  oppure  mediante 
una  riga  obbliqaa.  Se  nella  (26)  poniamo  m  =1  '— *  n  ^  ed 
ft  =:  r  -t-  1  (supposto  r  pari)  abbiamo 


•  • 


(r  -+-  l)r       (f-Hl).-.  (— r).      (f-4-1)..,  (-r) 

(-l)r_  (Dr 

iry        (— 1)0C1]'^»   ' 
cioè 

(r-l)r  i-  (1),  =  _  (r  H-  f  ),  H-  1  (r+l)^.  (-r). 
(29): 

esempio 

4(ì  4  9  6 

i- (1  )4  =  _ 24 -+.  ^  .50.10  -  ^.35.65  -H  Jaol®-^'" 

24  —1 

Se  nella  (27)  poniamo  m=2  —  n,  n  =  r-f-l  otteniamo 
a  moiiyo  della  (12) 

1  1   (2-r).  i      iZ-r),  ^    1   (-Dr-, 


t  • 


r-+-i        r  [r— 2]'       r— 1  Cr— 3]*  3     Ci]'"» 

_L    (OU          (Dr  ^     (2)r  ^  r-  2    (1). 

2    [0]'-'       [— 11""     [—  ^B--  2     C— 1]'^  ' 

e  siccome  quando  r  è  pari  si  ha 
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J.(0)^.  =  0,      1.(2),   =  J.(1V, 
eosì 

'   '   2  0[l3-«  ■"  r-i-1       r     [r— 23'  3     [1]-»   ' 

esempio 

lll_110       125_1    15      1     1 
g-Q-We  — ^      6*  4  "^"5  12      4    24"*"  arsi* 

14.  DaHe  nedetime    formole  generali  possiamo  dedaroe 

parecchie  che  dieno  i  numeri  Bemonlliani  senza  bisogno  di 

alcBo'altro  dei  numeri  della  tarola.  Così  la  (25)    ponendovi 

11=1,  m  =:  — >  1,  ed  omettendo  i  termini  nulli   ci  dà  se< 

eondo  che  r  ^  2t ,  oppure  r  =  2i  -4-  1  le 

(3i\    (*)w    ,        (1)./-,  fi),        _  2.- - 1 

'    '    [0]»'     [O]"-*  [2]*  •••"*"  \pY  [2]*'-'  —  2[2]«  ' 


(1)»/      .  (l)a/-,        .  (l)„-4 


(32) 


(1).  2i 


•     •     •     • 


[oy  [3]«'-"  - 12] 


a/+i    • 


Esempio 

1  7  7  17       1 

1  7  7  18 


0  X"»  2.0^vo      3o\'M      4.0' '''^ 8.9.10  ' 

Se  nella  medesima  (25)  poniamo  m  as  n  =:  1  ^  abbiamo  per 
r  pari 


(  120) 


_(r_2)l(l),l.(lU. 
Esempio 

"  l  (1)..  =  -  16  J-  (1)8  ^  (l)«-112  J-  (1)6  J-  (1)4=4^ 

Queste  formule  sodo  dovute  al  Moivre^  Tultima  è  la  più  i 
moda  per  calcolare  successivamente  i  numeri  BerDOullian 

15.  È  sempre  un  intero  la  somma  dèi  numero  BernooU 

2f  111. 

no    -jr-  (1)2/  «  di   tutte  le  frazioni  —,     sr  >  •  •  •  -^ *  oi  ^ 
U  À        ó  p 

nominatori  sono  quei  numeri  primi,  che  diminuiti  dell*  an 

danno  un  divisore  di  2t. 

16.  Piuttosto  della  serie  dei  numeri  Bemoulliani  parrebl 

.  1 

mi  che  fossero  da  considerarsi  i  numeri  jr*  (l),/  ,    cho 

partengono  alla  classe  più  generale  dei  numeri  (n)^,  op? 
in  particolare  i  numeri  interi 

J,  =  ±^  (l),=6B.  =1,  *4=  -  — o-(l)4  =60 

A    64.63...    -„„    .-  .    256.255 

(34)  <     "~Ó~    ~     ^     "^ ^> — 

ko  =7936,6.,  =353792,  b,^  =22368256,  J,6  =19 

i,8  =  209865342976,  ec. 

(  sono  eziandio  interi  i  4'"'  ti,/  :=  1, 1, 3, 17,  5.3 
7.43.127  ,  257.3617,  9.73.43867,  ec). 


(  121  ) 
Mcrmcclii  ai  prcccdcnli  numeri  sono  pare  gli  altri  merite- 
voli di  considerazione 

b,  =  1,  J3  =  1,  65  =  5,  A;  =  61,  bg  =1385  =  5.277, 
i„  =  50521  ==  19.2659,  A.j  =  2702765  =5.13.43.967, 
'^>  i  i,5  =  199360981  =  47.4241723,  J,.  =  19391512145  , 
i,.  =  24048796754»,  ce. 

17.  Questi  nnmcrì,  si  i  primi  che  i  secondi,  possono  cal- 
colarsi successivamente  mediante  la  relazione 

(r-l)(r-2),  (r_l)(r-2)(r-3)(r-4)  , 

Si  ha  pare 

„  (2.-2)(2.-3)  , 

"  "■  — o —    ■* 

(2«-2)(2i-3)(2t-4)(2.--5), 
(37)  <       -  8 ^-^-^ 6„-4 

(2.-2)(2.--3)(2«-4)(2.--5).:2.--6)/2»-7) 
-32 j  2-3  ^  5  g 6,,.6-ec.=0. 

Per  qoestì  nameri  dipendenti  dai  Bernoalliani  si  ha  anche  la 

(-  (-  1)'  b,,  =  2»'-  -  [1]*  2»'-3  (-2),,-3 
(38) 

(-H  [1]'  2»'-4  (-3),,.4 ....-  [1  ?'- 2(2-2.).  -t-[l]"-; 

esempio 

46=  16  —  2.  8.  15  -4-6.  4.  25  —  24.  2.  10  h-  120. 

18.  Poniamo  qui  sotto  alcune  delle  serie  inGnite  che  con* 
tengono  i  numeri  precedenti,  o  quelli  più  generali  della  no- 
stra tavola. 


(  122  ) 

questa  formula  vale  anche  por  n  negativo ,  ma  allora  dopo 
un  certo  punto  ai  numeri  interi  delta  (avola  susseguono  i 
numeri  frazronarìi,  che  non  si  annuilano  a  mMivo  ^ol  faCto- 
re  0  del  denominatore  :  cosi 

(40)j 

— 1/  — 1  — 1.0  —1.0.1. 

(41)" 


)  1  _^5    ,        1 

r  ==  1  —  X  -+-  — X X 


'  -^  ec« 


19.  Le  righe  obblique  discendenti  della  nostra  tavola  dan- 
no ì  coefficienti,  della  serie 

che  vale  anche  per  n  negativo;  così  per  esempio 

V    X   ;--*  ^^"^*^  [ir  *  ^  0.1.2 "^ 

•^=i:0X2'*'*-"^=*-^2-^+2-"    ■*-24Ò**  -  "''• 

20.  Dalle  quali  formule  si  derivano,  come  ò  noto,  quelle 
cbe  dMMio  le  relazioni  Ira  le  differenze  finite  e  le  •derivate 


i 


(  123) 

(44)  : 

ed  io  pirikolare 

(45) 

64.63  [1]3^^  ^'  y  -  *•=• 
Vicerersa  le  deriyate  sono  date  colle  differenze  finite  dalle 

(46)    d»y=*A'y-H  Jl±^A-y-H  j-^^,  A«*«  y  H-ec. 

c«  y-    ^      (l-w).     ^„  ,  (0)^ 

(47)^ 

21.  Come  caso  particolare  della  (43)  abbiamo 
t         A"(x^)  s=  r(r  — 1)...  (r  — nH-l)x'-«  H- 

perciò  se  sopponiamo  che  x  prenda  il  valore  zero,  la  diffe- 
renza n"'"*  delia  serie  0,  l**,  2''^  3'*, . .  .  è  espressa  da 

(49)     [l]-(-n)^«  =n^-n(n-l)'•^-^ii^(H-l)^..:;r«.l^ 

Sommando  alla  (49)  la  sua  analoga 


(  124  ) 
liy-i  (_n-^-l)^.„+,  =  (n—iy  —  (n— l)(n— 2)''  H-  ec. 
si  ottiene  (10)  la 

[l]n-i  (  _  n)r-n^,  =  n"  —  {n  —  l)(n  —  i)- 

(50)1               (n-l)(n-2)  _ 

f  H J^2 '        ^  —  .  .  .  .  -i-  1  . 

22.  Evidentemente  si  ha 

A"  (j?«-«)  =  0. 
Nello  sviluppo  di 

A''(a:»-»)  =  (x  H-  n)«-»  —  «(x  -f-  n  —  1)"-' 


nifi — 1) , 
-f-  .^^  (xH.n-2)«--  .  .  .  .  d=  x-S 

essendo  x  numero  intero  negativo,  riteniamo  i  soli  primi  ter- 
mini fino  a  quello  che  svanisce,  perchè  contiene  0^"' ,  avre« 
mo  così  una  serie  di  numeri  interi  che  segneremo  con 

{x  -4-  n)*»-'  —n{x-\-n  —  1)"-"  -4-  ec. 

Gol  loro  mezzo  potremo  determinare  i  numeri  b  mediante  la 
relaziono 

b^n  =  n»»-'  —  2n(n— 1)^«-«  -f-  ec. 

—2[{n  —  1)»-'  —  2n(n  —  2)*''-«  -f-  ce.  1 

(51)  <f        r  T 

-+.21  (n  —  2)"-»  —  2n(n  —  3)»»-"  -Hcc.  I 


— 2r(n  —  3)»"-'  —  ec.  Ih-  ec. 


o  più  speditamente 


(52) 
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2«-'  b^n  =  n^-»  —  2«(n— 1)^"-"  H-  ce. 

—2[(n  —  2)2"-'  —  2n(n  —  3)^"-'  -Hcc.l 
H-2r(n— 4)2'-»— cc.l  —  2r(n— 6)2'-'— cc.l  . 


Esempio 

868  =  47  —  8.37  ^  28.27  —  56  —  2(27  _  8)  =  2176. 

Così  pure  pei  numeri  b  non  dipendenti  dai  Bernoulliani 
i     2'-'  *aii*x  =  '»^''  —  (2n  •+•  l)(n  —  l)*"  -h  ce. 


53)1     -  [(^-^y"  -  ec.  ]-  [(n-  2)2-  -  ce.] 

^  Hn—  3)2»  —  ce.  JH-  j  (n  — 4)2«  —  ce.  j  — 


ec. 


doTe  si  hanno  successivamente  duo  termini   col   segno  —  e 
due  col  segno  -H* 
Esempio 

8J9  =  15619  —  4293  —  247  -+-  1. 

23.  La  maniera  più  spedita  per  calcolare  i  numeri  b  è  da- 
ta dalla  serie  infinita 

(«,..w-.(|)-[,-K:i-')V(^)V(rl)-^(',-. 

della  quale  basteranno  due  soli  termini  quando  n  <=  19.  Gio- 
verà osservare  che  i  ig  »  ^8  •  -  •  •  divisi  per  60  lasciano  al- 
ternativamente i  residui  16,  32;  ed  i  (3  ,  65 ... .  pur  divisi 
per  60  danno  i  residui  1,  5. 
Dalla  (54)  si  deduce  facilmente  la 

(55)       1  -+•  KZi-h  ò:::  -i-  ce.  = 


ce. 


22/     321  ^^      •         22'— 1  2[l]2'-» 


(  1^^8  ) 

VOLUME  DI  UNA  COLONNA 
TORSA  CILINDRICA. 


Crediamo  far  cosa  grata  agli  ingegneri  il  rilevare  qui  da 
una  Memoria  sullo  Colonne  Torse  del  Sig.  Capitano  Faà  di 
Bruno  di  Torino  l'espressione  del  volume  di  una  siCTatta  co- 
lonna, che  s'incontra  in  quasi  ogni  genere  di  lavoro  (*). 

La  colonna  torsa  cilindrica  più  considerarsi  generala  da 
una  sinusoide  che,  girando  attorno  un  asse  parallelo  e  si- 
tuato nel  medesimo  piano,  s'innalza  contemporaneamente  d'una 
quantità  proporzionalo  all'angolo  descritto  in  modo  a  ripren- 
dere la  primitiva  posizione  dopo  un'intiera  rivoluzione  Si  è 
perciò  che  Fautore  denomina  un  tal  sulido  sinusoide  spirale.  Se 
si  rappresenta  Taltezza  compresa  fra  due  piani  qulilunqne 
perpendicolari  all'asso  terminanti  la  colonna  con  A,  con  r  la 
distanza  dell'asse  della  sinusoide  a  quello  attorno  a  cui  es- 
sa gira^  e  con  b  l'ordinata  massima  della  sinusoide  sul  pro- 
prio asse,  il  volume  di  una  colonna  torsa  cilindrica  sarà  e- 
spresso  semplicemente  dalla  formula: 

Si  trovano  neUa  medesima  Memoria  altre  generazioni  dì 
colonne  torse,  le  quali  dovrebbero  far  abbandonare  d'ora  in 
poi  i  processi  empirici  tenuti  finora  per  disegnarle  e  con- 
cepirne la  formazione. 


(')  Mémoire  sur  les  Colonnes   Torso»  par  BI.  Le   Chevalier  Faà    de 
Bruno.  Paris  1850. 


(  129  ) 


SULLE  LINEE  DI  CURVATURA  DELLE  SUPERFICIE 

NOTA 

HEL  ftlG.  PROF.  V.  BR109CH1 


Teor.  1^.  Se  la  linea  comune  intersezione  di  due  super- 
Gei  sarà  linea  di  curvatura  tanto  per  funa  che  per  1'  altra 
super6cie;  lungo  di  essa  linea  le  due  superGci  si  segano 
sotto  un  angolo  costante. 

Sicno 

F(^>  y>  ^)  =  0 ,        p( J,  y,  s)  =  0 
le  equazioni  delle  due  super6ci;  posto  per  brevità  : 
F'(x)=X,    F'(y)=Y,F'(5)=Z,  9'(x)=P,  y'(y)=Q,  y»=R , 

esscDdo  la  comune   inlcrsczionc  di  esse,  linea  di  carvalara 
delb  prima  superficie  avranno  luogo  le  equazioni  : 

X«'  -H  Yy'  H-  Zz'  =  0 

x'(YZ'  —  l'Z)  -t-  y'(ZX'  —  XZ')  -+-  s'(XY'  —  X'Y)  =0, 

td  essendo  anche  linea  dì  curvatura  della  seconda  superficie 
sDssisteranno  le  : 

Px'  H-  0«'  -f-  Ha'  =  0 
(2)! 

r'(QR'  —  QH)  -+■  y'(RP'  —  R'P)  -»-  s'(PQ'  —  P'Q)  =  0 . 


(1) 


Dalla  prima  delle  equazioni  (1)  9  e  dalla  prima  delle  (2)  si 
Baiiao  le  : 


:3) 


x'  V'  -' 


YR  —  ZQ       ZP  —  XR         XQ  —  YP 


per  le  quali  le  altre  due  equazioni  si  trasrormaiio  nelle  : 
Jnnali  Ai  Seienn  Mal.  e  Fit.  T.  ir.  aprile  1853.  9 


(130) 
(PX'  -h  QT  -I-  RZ'XX'  H-  Y»  -t-  Z') 

—  (PX  -+-  QY  -H  BZ)(XX'  ■+■  YY'  ■+-  Zìi)  =  0 , 
(XP'  -H  YQ'  -f-  ZR')(P*  -t-  Q'  -*-  R') 

—  (PX  -f-  OY  H-  RZ)(PP'  -t-QQ'  -*-  RR')  =  0. 
le  qaali  moltiplicate  ordina tameo te  per  : 

|/-(p»  -H  Q'  -+-  R*)  i/(X'  H-  Y*  -»-  Z*) 


V  (X*  -H  Y"  H-  z^  '      VT  -+-  Q*  -^-  B') 

e  sommati  i  risultali  danno  la  : 

PX-I-QY-4-RZ 


Vv  (P'  -J-  Q'  -t-  »')t^  (X"  H-  V"  -♦-  Z^) J 
quindi  integrando  ec.  • 

Questo  teorema  è  una  delle  questioni  proposte  nel  fasci- 
colo del  novembre  1852  dei'  tf  Nouvelles  Anoales  de  Matbé* 
matiques.  » 

Teor.  2.^  Supposto  che  due  superGci  si  séghioo  lungo  la 
linea  di  comune  inlersetiòtie  sotto  un  angolo  costante  >  se 
questa  linea  sarà  linea  di  curvatura  per  Tuna  delle  superfici 
lo  sarà  anche  per  l'altra. 

Ritenute  le  stesse  denominazioni  sui^steranno  le  tre  equa- 
zioni 

PX^-QY-hBZ 

V  (P'  -H  Q*  -i-  K^k  (X'h-  Y"  H-  Z')  ~ 

A  costante.  Derìvaodo  la  terza  di  queste  si  giunge  ficilmeiH 
te  alla 

(X*  +  y>  H-  Z')  [  ( YR  —  ZQKQR'  —  Q'B) 
-HZP  —  XRKRP'  —  R'P)  -4-  (XQ  —  VP){PQ'  —  P'Q)  ) 

_  ^p*  -K-  Q^  -H  R^)  [  (YR  —  ZQ)(YZ'  —  yZ) 
H-(ZP  —  XR)(ZX'  —  Z'X)  +  (XQ  —  YP)(X Y'  — X' Y)  ]  =0  ; 
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la  qoale  per  le  equazioni  (3)  assume  la  forma  : 

(X'+Y'-^Z')  [j'(QR'— Q'R)-+-y'(RP'— R'P)  -K2'(PQ'— P'Q)] 

:jPVQ'-i-R')  [x'(yz'— Y'Z)-hy'(ZX'-Z'X)-|-z'(XY'— X'Y)1 . 

Da  questa  equazione  osservate  le  (1),  (2)  dedacesi  subito  il 
teorema. 

Teor.  3.^  Supposto  che  Una  supcrGcic  venga  segata  da  al- 
tre due  io  nodo  che  ìe  due  linee  comuni  intersezioni  sieno 
per  la  prima  superficie  linee  di  curvatura  corrispondenti  ad 
ODO  stesso  punto,  ed  anche  linee  di  curvatura  per  la  secon^ 
da  e  teria  superGcie  ;  queste  due  ultime  superficie  si  seghe- 
ranno lungo  la  loro  comune  ìntei*sczÌQoe  sotto  un  angolo  co- 
staale. 

Sia 

^{J^f  Uj  z)  =  0 

la  eqaazione  della  terza  superficie,  e .  posto 

f(a:)=L,     f(y)=M,     ^'(z)=N; 

P^l  primo  teorema  si  avranno  le  : 

PX-+.OY-I-RZ  _ 

7"  — A, 


k  (P'  -H  Q'  -H  H')l/  (X'  ^  Y'^  -H-  Z^) 

LX-f-MY^NZ _ 

i/(V  4-  M^*  H-NV  (X"  -4-  Y'  -f-  Z')  ~    ' 

ed  indicando  con  /»,  g^  r  le  coordinate  di  un  punto  della  co- 
iDDne  intersezione  della  prima  e  terza  superficie  pel  dato 
teorema  sussisteranno  le  : 

p,  -ji — i — ^ 


YN  —  ZM        ZL  —  XN      XAl  —  YL 

p'x'  -+■  q'y'  H-  r'z'  =  0. 

Qvest'altitna  cqaacione  osserrate  le  eqaazioBÌ  (3) ,  e  le  (5) 
dJTenla  : 
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(VL  H-  OM  H-  RN)(X"  -+-  Y"  +  Z") 
—  (PX  -i-  QY  -i-  RZ)(LX  -H  MY  H-  NZ)  =  0. 
e  quindi  per  le  equazioni  (4)  : 

PL_-+-  QM  -4-  RN 

7(P'  -H  Q'  +  r')i7[l'  h-  m^  h-  r)  ""  **  ' 

Come  corollario  di  quesfullimo  teorema  e  del  teorema  2.<> 
si  ha  evidentemente: 

Tcor.^  4"".  Supposto  che  una  superficie  venga  segata  da 
altre  due  in  modo  che  le  due  linee  comuni  intersezioni 
sieno  per  la  prima  superficie  linee  di  curvatura  corrisponden- 
ti ad  uno  stesso  punto,  ed  anche  linee  di  curvatura  per  la 
seconda  e  terza  superficie ,  se  la  linea  comune  intersezione 
di  queste  due  ultime  superficie  sarà  linea  di  curvatura  per 
una  di  esse  lo  sarà  anche  per  l'altra. 

Dal  l^.  e  2"^.  teoremi  si  deducono  anche  i  seguenti: 

Teor.^  5.®  Se  le  linee  comuni  intersezioni  di  tre  superfi- 
ci  saranno  a  due  a  due  linee  di  curvatura  per  le  superficie 
stesse,  lungo  quelle  linoe  le  superfici  si  segheranno  sotto 
angoli  costanti. 

Teor.^  6.^  Se  tre  superfici  si  segheranno  due  a  due  lun- 
go le  lineo  di  comune  intersezione  sotto  angoli  costanti,  o 
le  linee  di  comune  intersezione  fra  la  prima  e  seconda  su- 
perficie, prima  e  terza,  seconda  e  terza  saranno  ordinata- 
mente linee  di  curvatura  per  la  prima,  per  la  terza,  per  la 
seconda  superficie,  lo  saranno  anche  per  la  seconda,  per  la 
prima,  per  la  terza  superficie. 

Teor.«  7.**  Se  le  linee  comuni  intersezioni  di  tre  superfi- 
ci saranno  due  a  due  per  ciascuna  superficie  linee  di  mas- 
sima e  di  minima  curvatura  corrispondenti  al  loro  punto 
comune;  quelle  superfici  saranno  ortogonali. 

Indicando  con  I,  m,  n,  le  coordinato  di  un  punto  della  co- 
mune intersezione  della  seconda  e  terza  superficie  si  avrau- 


i 
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00  le  equazioni: 

lx+Yy'-i-Zz'=0,     \p'-\-Yq'-^-Zr'=0,    Vl'-+-Qm'-htin'=0, 

Px'+Q/+Rs'=0,    Lp'-4-M?'-l-Nr'=0,    Lr-|-Mm'-+-Ln'=0. 

PX  -H  QY  -4-  RZ 


lA(P'  •+-  Q'  H-  R')l/{X'  -I-  Y*  -i-  Z') 
LX  -4-  MY  -t-  NZ 


a 


V  ^L"  -^  M"  -+-  N')l/  (X"  H-  Y'  -H  Z") 
LP-f.MQ-4-NR 


?r=4' 


1^(1'  -<-  M'  -H  N*)^/■(P"  -f-  Q*  -(-  R*) 
Si  i,  e  costanti; 

;/i'  +  yV  -4-  r'^'  =  0  ,         Z'x'  -4-  m'y'  +  «'*'  =  0 . 

Xp'  -h  m'y'  -H  nV  =  0  . 

per  queste  equazioni  rammentato  il  teorema  3,"  si  avranno 
le: 

a'=^hc  ^        b  =  oc  y         e  =  ab 

unica  soluzione  delle  quali  é  la  a  =  &  =  c  =  0,  trascu- 
randosi la  a  =  b  =e  =  \  per  ragioni  facilmente  vedute. 
Dunque  si  avranno  le  : 

PX-I-QYh-RZ  =  0,    LX-h MY -t- NZ  =  0  , 
LP-hMQ-4-NR=0; 

ossia  le  tre  superficie  sono  ortogonali. 

SULLA  INTEGRAZIONE  DELLA  EQUAZIONE 
DELLE  GEODETICHE. 

NOTA 

DEL  MEDESIMO 

1^9  equazione  della  geodetica  per  una  superficie    qualun- 
que sotto  la  forma  assegnatagli  da  Gauss  è  la  seguente: 
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<*)  '  =  2Ì7EG(d^  "  -  d^  '  ) 

soppostc  le  linee  ti  =:  cosi'  ,  v  =  cosi'  '  essere  ortogonali; 

e  9  Tangolo  che  la  geodetica  fa  colla  lìnea  v  =  cosi''.  Gli 
accenti  indicano  derivate  rispetto  ad  una  variabile  qualun- 
que, la  quale  riterremo  essere  l'arco  della  geodetica.  Dalle 
note  equazioni  : 

(2)        ros9  =  uYE  ,        scn9  =  vYG 

si  ottiene  la  : 

sen9  cos9  =  u'vY^G  j 

per  la  quale  la  (1)  si  muta  nella: 

2sen9  cos9.9'  =  u'v'  (^  u'  -  ^—  t;'  ) 

\di7  du      / 

e  per  le  (2)  nella  : 

1     AF  i     tic 

(3)    2sene  cos9.9' = -^    ^  v'cos'9  —  i  ^  u'scn^S  . 

E    de;  G   dtf 

Sotto  questa  nuova  forma  la  equazione  della  geodetica  si 
presta  facilmente  alPintcgrazione  in  molti  casi.  Se  supponia- 
mo E  =G  =  X  oppure  E  =  Xf{u) ,  G  =  X(f(t))  >  essendo  X 
una  funzione  di  u  >  e  di  t?  ;  si  avrà  : 

2X  sen5  cos9.9'  =  ^  v'cos'O  —  ^  u'sen'9 

dv  du 

e  supposto  X  =  a(tf)  -+-iS(f)  si  ba  : 

a'(tt)u'sen'9  +  2«(n)  sen9  cosS.S' 
4-  2/3(t;)  sen9  cos9.9'  —  ^'(r)r'cos'e  =  0  , 

che  integrata  dà  : 
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a(ii)  scn'6  —  ^(v)  cos*9  =  a 

a  costante.  Io  questo  caso  souo  coin|ircse  le  integrazioni  del- 
Tequazionc  della  geodetica  sulla  sfera,  sull'ellissoide  ec. 

Supponiamo  che  le  linee  per  le  quali  v  =cosl^.  Sieno  li- 
nce geodetiche  ;  si  potrà  porre  E  =  1  >  e  la  equazione  (3) 
diventa  la  : 

2colang.9.e'-|- i.  -^  w'  =0  . 

G    da 


osservando  essere  : 


au  av 


se  ritiensi  G  funziono  della  sola   variabile  u  si  avrà  : 

1 

2colang.9.9'-|-  -.  G'  :=  0  , 

G 

<iie  integrata  dà  : 

Gsen^e  =  A. 

A  costante.  Questo  caso  comprende  le  integrazioni  dell'equa- 
zioQe  della  geodetica  sulle  superfici  di  rotazione,  sull'elicoi* 
de  gobba,    ec. 

Pavia  22  marzo  1853. 

LETTERA 

Al*  coupilatoke 

Sig.  Professore 

Sono  indotto  a  scrivergli  questa  lettera  da  una  Nota  letta 
dal  Chiariss.  Sig.  Prof.  Bellavitis  all'Istituto  Veneto,  pubbli- 
cata  negli  Atti  di  quella  Società,  e  dal  medesimo  gentilmen- 
te trasmessami.  In  questa  nota  viene  di  nuovo  messa  in  cam- 
po la  teorìa  del  movimento  azzimutale  del  piano  d'oscillazio- 
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De  del  pendolo  dì  Faucoalt,  per  cui  credo  a  proposilo  di  co- 
municargli alcuni  risultati  conseguili  con  un  lavoro  che'  ho 
portalo  a  termine  da  alcuni  mesi  ,  ma  che  non    ebbi   ancor 
tempo  di  compilare  per  pubblicazione. 

Nell'aprile  del  1851,  allorché  Tesperimcnto  del  Sig.  Fau- 
coult  era  ancora  una  novità  in  Italia,  interrogalo  'dal  Prof. 
Serpieri  sulla  spiegazione  di  alcune  particolarità  di  quest  e- 
sperimento  gli  risposi  con  lettera  che  vidde  in  parte  la  luce 
ne*suoi  pregicvoli  Annali  (^),  nella  quale  dimostrai  che,  quan- 
do il  pendolo  parte  dalla  verticale,  il  suo  piano  d'oscillazio- 
ne deve  avere  rispetto  ad  un  verticale  terrestre  un  movi- 
mento dal  sud  verso  l'ovest  con  una  velocità  angolare  es- 
pressa dal  prodotto  della  velocità  angolare,  n,  della  terra  pel 
seno  della  latitudine,  7,  del  luogo  dciresperimento,  cioè  da 
nsiny.  La  supposizione  che  il  pendolo  parta  dalla  verticale , 
passante  pel  punto  di  sospensione,  riduce  resperimento  alla 
sua  purità,  isola  cioè  rdcmento  che  si  vuol  prendere  in  con- 
siderazione, che  è  il  movimento  di  rotazione  dell' orizzonte  , 
dagli  altri  elementi  che  possono  complicarlo.  La  difficoltà  pe- 
rò di  mettere  il  pendolo  in  movimento,  imprimendo  al  suo 
centro  d'oscillazione  una  velocità  in  un  piano  verticale  pas- 
sante pel  punto  di  sospensione,  senza  alterazioni  di  sorta  , 
ha  fatto  sì  che  gli  sperimentatori  s^appigliassero  piuttosto  al 
mezzo  d'allontanare  il  pendolo  dalla  verticale  per  indi  ab- 
bandonarlo a  se  stesso.  Impiegando  questo  mezzo  s'introduce 
un^altro  elemento,  il  quale  si  ù  che  nell'atto  che  il  pendolo 
parte  dalla  quiete  apparente  possiede  in  realtà  una  velocità 
di  rotazione  intorno  alla  verticale,  passante  pel  punto  di  so- 
spensione, espressa  da  /n  siny  sin  6Co;  /  dinotando  la  lunghez- 
za del  pendolo  ed  oc^  l'angolo  di  cui  é  stato  deviato  al  prin- 
cipiò del  movimento.  La  distanza  a  cui  si  spostano  comu- 
nemente i  pendoli  dalla  verticale  nei  detti   esperimenti    es« 


^*j  Annali  di  Scion.  Matem.  e  Fis.  Tom.  II.  Maggio  1851. 
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seodo  piccola ,  ed  il  valore  di  n  per  an  secondo  di  tempo 
medio  essendo  espresso  ,  in  parti  del  raggio  delle  tavole  , 
dalla  frazione  0,000072921  ,  la  detta  velocità  risalta  assai 
(enae,  ed  il  suo  effetto  può  riguardarsi,  con  vocabolo  astro- 
nomico, come  una  piccola  perturbazione  del  moto  che  avreb- 
be il  pendolo  senza  di  essa.  Ciò  non  pertanto  come  il  P. 
Secchi  fece  conoscere  ,  qualche  tempo  dopo  eh'  ebbi  scritto 
la  citata  lettera,  delle  pregevoli  esperienze  che  dimostravano 
delle  anomalie  nel  movimento  del  pendolo,  mi  venne  la  cu- 
riosità d'indagare  sino  a  qual  punto  la  detta  velocità  iniziale 
del  madesimo  intorno  alla  verticale,  la  diversità  d'  azzimut 
in  cui  è  posto  in  moto  e  la  resistenza  dclT  aria  potessero 
modificare  i  risultati  ottenuti  nel  caso  semplice  considerato 
prima.  Poiché  i  calcoli  necessarii  alla  soluzione  del  proble- 
ba  in  questo  secondo  caso  sono  stati  dallo  stesso  Sig.  Prof. 
Bellavilis  riputati  diffìcili,  ed  in  vero,  quantunque  non  pre- 
seolino  difficoltà  speciali  d*integrazioue,  esigono  però  d'essere 
condotti  con  un  certo  tatto  per  arrivare,  senza  complicazio- 
ni, a  riconoscere  il  movimento  del  pendolo  dopo  un  numero 
indefinito  d'  oscillazioni  ,  mi  sono  determinato  a  far  subito 
nolo  i  principali  risultamenli  ottenuti. 

Ciò  che  mette  una  diOcrenza  analitica  nello  equazioni  dif- 
ferenziali spettanti  alle  oscillazioni  del  pendolo  di  Faucoult 
nei  dae  modi  di  porlo  in  moto^  si  è  la  presenza  di  una  co- 
stante arbitraria.  Nel  primo  modo  questa  costante  è  nulla  , 
e  l'angolo  d  (*),  il  quale  esprime  l'azzimut  della  projeziono 
orizzontale  del  pendolo  rappresenta  anche  la  direzione  del 
piano  d'oscillazione  perchè  essa  rimane  piana  :  nel    secondo 

f  )  Vedi  il  citato  fatfcicolo  di  Maggio  pag.  235  ,   equazione  ultima 
'il  qoest*  equazione  l'angolo  6  può  anche  intendersi  riferito  ad  una  li- 
nea orizzontale,  che  non  partecipi  della  rotazione  delUorizzonte  intor- 
no alla  Tcrticale  ponendo  in  essa  ^-  nt  sin  y  ^  0  in  luogo  di  0.  Vedi 
anche  la  nota  alla  XX  Lezione  pag.  242    della  Meccanica  razionale  in 
corso  di  stampa. 
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modo  la  dotla  coslanle  ha  un  piccolissimo  valore  ,  e  quan- 
(uuque  roscillazionc  sia  ancora  sensibilmente  piana^  pure  U 
projezione  dei  pendolo,  non  divenendo  mai  materna ticara^n le 
nulla  la  sua  estremità. esteriore  viene  a  descrivere  una  curva 
che  non  passa  più  per  la  verticale  del  punto  di  sospensione) 
e  Tangolo  6  compie  alFi^circa,  nel  tempo  di  una  doppia  p^il- 
lazione,  un'intera  rivoluziono  intorno  alla  detta  linea. 

Cercando  l'espressione  dì  quest'angolo  bo  trovato  che  nel- 
l'intervallo del  tempo  T  in  cui  la  distanza  del  pendolo  dalla 
verticale  passa  da  un  valor  massimo  al  successivo  ò  data  da 


wT 


/  .              3d  sin  cc\ 
«-(smv ^— ) 

il  valore  di  p  sin  oc  essendoci  porto  da 

p  sin  a  =?  I  sin  y  sin'a©  -+-  tt  cosy  sins  sin^  a,  |5-(.*'B-^»S) 

nella  qual  formola  a^  denota  l'angolo  che  il  pendolo  fa  colla 
verticale  al  principio  del  movimento,  s  1'  azzimut  del  piano 
verticale  in  cui  il  medesimo  è  stalo  rimosso  ,  valutato  dal 
punto  ovest  verso  il  punto  sud  :  i  coefficienti  jm  e  v  sono 
quelli  della  resistenza  dell'aria  supposta  espressa  da  due  ter- 
mini, uno  proporzionale  alla  velocità  semplice  l'altro  al  qua- 
drato, 9  rappresenta  il  tempo  decorso  dal  principio  del  mo- 
vimento sino  a  quello  dell'oscillazione  che  si  considera  j  ed 
S  lo  spazio  percorso  dal  pendolo  espresso  in  parti  della  sua 
lunghezza,  ossia  per  approssimazione  la  somma  di  tutti  gli 
archi  che  misurano  le  amplitudini  delle  oscillazioni  descrìtte. 
L'effetto  della  resistenza  dell'aria  rappresentato  dal  fatto- 
re esponenziale  è  di  far  diminuire  il  valore  di  p  sin  oc  ad 
ogni  nuova  oscillazione.  Trascurando  quest'effetto,  il  fermine 
p  sin  oc  conserverebbe  in  tutto  il  tempo  dell'esperimento  il  va- 
lor ma$$imo  che  compete  al  caso  della  resistenza  ;  ciò  qoa 
ostante,  supponendo,  come  nell'  esperienza  del  P.  Secchi  del 
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giorno  7  maggio  1851  (*), 

oc,  =  0% 53'.  49'' ,  7  =  41%  53'.  52', 

il  primo  termine  del  valore  di  p  sin  oc  darebbe,  per  5."*  G**. 
SS'  di  tempo  medio  che  la  medesima  ha  durato ,  ana  cor- 
reiioae  animatale  di  soli  ÌT\  quantità  non  discernibile  in 
qaesta  sorta  d'  esperimenti.  Il  termine  scgnenle  dipendente 
dal  seno  deli'azzimut  e  sarebbe  tuttavia  più  piccolo  e  da 
BOB  tenersene  conto^  per  cui  si  può  conchiadere  che  non  vi 
é  differenza  notevole  nella  rotazione  apparente  del  piano 
d*08cillazione  del  pendolo  nei  due  modi  di  metterlo  in  mo-^ 
vimento. 

Non  istarò  a  riferire  la  formola  che  dà  la  distanza  del 
pendolo  dal  punto  inGmo  sulla  verticale,  in  cui  rimarrebbe 
se  fosse  fermo  ,  nel  caso  che  si  tenga  conto  della  resìsten-» 
21  dell'  aria,  perchò  ossa  è  un  po'  composta.  Dirò  soltanto 
che,  prescindendo  da  questa  resistenza,  le  dette  distanze  so- 
no rappresentate  con  approssimazione  più  che  suflSciente  da 


0   =  e  cos  y  -*-  2p  sm  ~  -f-  à 


esiendo 


^  =  a^-b%    a=2Zsin!«.,    b=^t^ 

per  cai  a  é  la  massima  distanza  a  cui  giunge  il  pendolo 
dalla  verticale  e  6  la  minima  ,  come  é  facile  da  verificarsi. 
Calcolando  il  valore  di  b  pel  citato  esperimento ,  in  cui  vi 
arcva  /  =  31950'~-,  g  =  98942'«'",  risulta  b  =  0'»'»,  035  , 
<^oé  trentacinque  millesimi  di  millimetro.  Siccome  questo  va- 
lore è  altresì,  con  grandi  prossimità^  al  vero  quello  della  più 
gran  distanza  del  pendolo  dal    piano   passante    per  la  linea 

n  Atti  deir Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei.  Anno  IV.  Mag- 
gio 1851  pag.  332. 
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degli  apsidi,  così  si  vede  che  ogni  saa  oscillaziooc  può  aversi 
per  piana.  La  rcsislcnza  dell'aria  facendo  diminuire  fampli- 
(udine  delle  oscillazioni  fa  pure    decrescere   il   valore   della 
disianza  in  discorso. 

Mi  é  piaciuto  di  riferire  questi  risuUamenti  per  prevenire 
i  lettori,  che  la  differenza  delle  forroolc  che  danno  il  valore 

della    derivata    -r—  nei  due  modi  di  mettere  in  moto  il  pen- 

d^  *^ 

dolo,  e  sulla  quale  s'aggirano  le  dette  considerazioni  del  Sig. 
Prof.  Bcllavitis,  quantunque  sia  notevole  per  l*  analisi ,  non 
trae  ,  nelle  esperienze  ordinarie  ,  un  cambiamento  sensibile 
sul  movimento  che  ne  segue.  Ciò  era  anche  presumibile  quasi 
senza  calcolo,  osservando  che  il  pendolo,  per  esempio  del  P. 
Secchi,  partendo  colla  velocità  che  ha  nelfistantc  in  cui  vie- 
ne abbandonato,  verrebbe  alla  metà  della  prima  oscillazione 
a  passare  a  lato  della  verticale^  corrispondente  al  suo  punto 
di  sospensione,  ad  una  distanza  certamente  <^  0""",  055  {*), 
e  che  da  quest'istante  il  suo  movimento  deve  verosimilmente 
confondersi,  entro  stretti  limiti,  con  quello  d'  un  altro  pen- 
dolo eguale  che  parta  contemporaneamente  colla  medesima 
velocità  dalla  verticale  stessa. 
Pisa  li  IG  Marzo  1853. 

SULLA  COMPILAZIONE  DI  UNA  CRONOLOGIA 

STORICA  DEI  FENOMENI  STRAORDINARJ 
DI  METEOROLOGIA  E  DI  FISICA  TERRESTRE 

MEMORIA 
DEL  SIG.  r.  PISTOLESI 

La  Cronologia  storica  dei  fenomeni  straordinarj  di  Meteo- 
rologia e  di  Fisica  terrestre  presenta  doppio  interesse,  cioè 
Tintcresse  storico  e  l'interesso  scientifico. 

(*)  É  il  valore  di  |  In  sin  y  sin  or . 
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L*interessc  storico  non  può  essere  soddisfallo  pienamenlo, 

perché  molli  dei  fenomeni  hanno  avalo  ed  hanno  luogo  in 
parli  della  lerra  prive  di  abitatori  nel   mare^  e  perchè    della 

porzione  maggiore  di  tali  fenomeni  non  venne  preso  ricor- 
do. Qaesli  due  incidenli  sono  per  altro  in  via  di  diminuzio- 
ncy  allesochò  ogni  di  più  si  popola  di  abitatori  la  terra  9  e 
la  cultura  come  Tistruzione  sono  in  progresso. 

Sprone  a  notare  i  fenomeni  di  cui  parliamo  è  Tinteresse 
scientifico,  vale  a  dire  il  desiderio  che  abbiamo  di  spiegarli 
e  di  darne  la  teorìa  (^). 

Per  raggiungere  pertanto  Tinlento  di  far  conto  è  di  pren- 
der ricordo  dei  fenomeni  straordinarj  di  meteorologia  e  di 
fisica  terrestrCy  onde  pervenire  alla  teoria  loro,  non  avvi 
mezzo  più  efficace  di  quello  di  compilare  la  Cronologia  slo- 
rica dei  fenomeni  dei  quali  è  stala  in  qualsiasi  modo  presa 
ricordanza.  Questo  lavoro,  col  popolarizzare  in  certa  guisa 
r  interesse  verso  lo  studio  di  essi  fenomeni  moltiplicherà 
gli  osservatori;  ed  i  materiali,  per  i  tempi  avvenire,  si  au- 
menteranno in  modo  di  cui  non  possiamo  oggi  formarcene 
idea  completa. 

Dicemmo  che  di  molti  dei  fenomeni  de'quali  Tuomo  è  sta- 
to testimone  non  fu  presa  memoria,  ed  azzarderemo  aggiun- 
gere che  essi  sono  i  più.  Ma  un  numero  grande,  e  superiore 
ad  ogni  credenza,  è  stato  notato  ;  ed  i  fatti  appuntati^  ove 
vengano  riuniti,  possono  al  certo  formare  un*  ingente  serie 
da  presentare  un'inaspettato  interesse. 

L'oggetto  della  presente  Memoria  è  di  indicare  le  fonti 
dalle  quali  i  fatti  possono  trarsi. 

Distribuiremo  queste  fonti  in  due  classi:  1.  i  libri  a  stam- 
pa; 2.  i  manoscritti. 

I  libri  principali  da  cui  desumer  si  possono  le  notizie,  e 

quelli  nei  quali  queste  si  trovano  nel  loro  originale,  sono  le 

-  -  * 

C)  AppuDlo  aireccilamento  prodoUo  dall'inloresse  scienliHco  dob- 
biamo i  molli  materiali  di  cronologia  meteorologica  e  di  fìsica  terre- 
stre, che  hanno  forniti  i  dotti  orientalisti  Biot  ed  Àrago. 
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storie  e  le  cronache.  Si  graode  é  il  nomerò  di  questa  spe- 
cie di  opere,  che  lo  spoglio  di  esse   sole  basterebbe  per  la 
compilazione  di  una  voluminosa  cronologia. 

Dovranno  pnre  spogliarsi  le  Cronologie  generali  e  le  par- 
ticolariy  gli  Annoarj  storici,  le  effemeridi  ed  anco  gli  Alma*' 
nacchi;  questi  ultimi  racchiudono  molti  fatti  dimenticati ,  e 
che,  senza  quelle  compilazioni  ,  sarebbero  anzi  perduti.  Le 
effemeridi  poi ,  avendo  per  scopo  di  notare  i  fatti  secondo 
i  giorni  in  cui  sono  accaduti,  ricordano  gli  avvetiioieoti  che 
sogliono  per  la  piccolezza  e  l'isolamento  loro  essere  trascu- 
rati  .dalle  storie  e  dalle  Cronologie  {*). 

Come  un'attinenza  delle  Storie  e  delle  Cronache  rammcB«- 
tercmo  le  guide  e  le  descrizioni  particolari  delle  città  e 
dei  paesi.  Pochi  saranno  fra  questo  pure  estesissimo  Ulti- 
merò di  libri  9  quelli  in  cui  qualche  fatto  non  possa  atiio« 
gcrsi,  stante  che  i  più  trattano  pure  della  climatologia  del 
rispettivi  luoghi  che  descrivono. 

Perciò  avranno  parimente  da  consultarsi  le  opere  di  jgeo^ 
grafia  tanto  generali  che  speciali,  e  molte  fra  le  opere  di 
statistica. 

I  viaggi,  segnatamente  i  marittimi ,  offriranno  ancor  essi 
un  numero  copioso  di  materiali. 

1  giornali  periodici  o  gazzette  sono  da  tenersi  per  miniere 
fecondissime  di  fatti;  e  tanto  più  sono  importanti  questi  do- 
cumenti, in  quanto  che  vi  sono  esposti  quasi  sempre  in  un 
linguaggio  non  influenzato  dalle  teorie  scientifiche  i  mate- 
riali speciali  dei  varj  paesi  ;  e  quando  si  tratti  di  qoalehe 
gran  fenomeno  generale,  porgono  il  mezzo  di  compilare  iH 
storia  la  più  possìbilmente  completa  di  esso  e  del  di  lui  an- 
damento. Indicibile  è  il  numero  delle  gazzette,  e  lo  spoglio 
.  .■  ■      I     ■  ■         1    -    Il  ■  ■■  I     ■»aj-— ^^^ 

(*)  Cosa  degna  di  imitazione  è  al  certo  il  decreto  enanalo  liei 
i841  dal  prefetto  della  Borgogna,  col  qoale  ordinò  \à  teifUU  di  uq 
registro  per  notarvi  in  termini  sommar]  il  racconto  di  ciascun  lYTe- 
nioiente  degno  di  tenersi  in  memoria  (Journal  deb  DébaU  90  novena* 
bre  1841.) 
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di  esse  non  è  da  ri  lardarsi,  onde  averlo  fatto  avanti  che  ac- 
cada la  facile  distruzione  di  questa  specie  di  fogli  volanti , 
le  di  cai  complete  collezioni  difficilmente  si  conservano  (*). 

Sono  poi  valatabilissimi  i  così  detti  Giornali  di  commer* 
ciò,  perchè  spesso  riportano  dei  fatti  meteorologici ,  come  , 
per  esempio,  burrasche,  naufragi  e  simili. 

Anco  i  Giornali  letterarj  propriamente  detti  sono  da  per- 
corrersi, i  più  facendo  menzione  eziandio  di  opere  attinenti 
alla  68Ìca  ed  alle  scienze  naturali. 

Finalmante  si  consultino  i  lihri  chiamati  Selve  ,  Opere  di 
varia  Uxiane^  Zibaldoni^  Teatri,  ossiauo  repcrtorj  di  più  ma^ 
ierie. 

Fin  qui  abbiamo  parlato  di  opere  che  spettano  alla  storia, 
alla  geografia  ed  alla  letteratura.  Diremo  adesso  alcunché  dei 
libri  riguardanti  la  fisica  da  cui  sì  possono  trarre  i  materiali 
per  la  cronologia  storica  da  noi  conceputa.  Si  avranno  per* 
tanto  da  consultare  : 

Tutti  i  trattati  di  fisica,  ninno  escluso,  perchè  in  ciascuno 
ai  attingeranno  dei  fatti. 

I  trattati  generali  e  speciali  di  meteorologia,  di  elettricità 
e  di  magnetismo  terrestre. 

I  trattati  di  geologia  e  di  storia  naturale  generali  e  spe-- 
ciali  : 

Le  descrizioni  fisiche  dei  diversi  paesi  ed  i  trattati  di  geo*^ 
grafia  fisica. 

I  dizionari  di  fisica  e  di  scienze  naturali. 

I  dizionarj  enciclopedici,  perchè  comprendono  anche  le  ma- 
terie fisiche. 

P)  Parlando  di  GatsettCj  non  intendiamo  solo  delle  gazzolte  pro- 
priiùiente  dette,  ma  anbbra  di  ()nei  roi'li  di  notìzie  che  si  stampavano 
alla  fine  dei  secolo  XV.  Quelli  pub))licati  In  Getrmania  all'  epòca  della 
Rifonaa  danno  spesso  contezza  di  fenomeni  naturali  portentosi.  In« 
tendiamo  pur  dire  delle  relation!  che  in  seguito  sortirono  per  éemfe- 
•tri.  L'optifa  di  Proti  intitolata  Geschichte  d€t  Deutehen  Joumalismu» 
óìk  copiose  indicazioni  dei  giornali  e  fogli  volanti  della  Germania. 
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Gli  Atti  delle  accademie  di  scienze. 

I  giornali  scientifici  generali  (*) 

I  giornali  di  meteorologia  e  di  magnetismo  terrestre. 

Molte  delle  opere  di  medicina  :  in  che  spesso,  e  parlìco- 
larmcnte  nelle  topografie  mediche,  si  tratta  di  climi  o  dì  ac- 
cidenti meteorologici. 

I  trattati  generali  e  gli  speciali  di  agricoltura. 

Le  effemeridi  meteorologiche ,  gli  Annuarj  degli  Ossorva- 
torj  astronomici  e  simili,  le  osservazioni  meteorologiche  già 
pubblicate  e  le  numerose  che  si  pubblicano  oggidì,  essen- 
dosi ai  nostri  giorni  assai  moltiplicali  gli  Osservatorj  di  me- 
teorologia e  di  magnetismo  terrestre  nelle  varie  parti  del 
globo ,  con  incarico  di  fare  più  esatte  e  più  dettagliate  os- 
servazioni sui  fenomeni  e  sulle  accide  ntalità  dell'atmosfera , 
di  quello  che  praticavasi  per  lo  innanzi ,  con  essersi  su  di 
ciò  anche  concertati  varj  governi ,  i  quali  non  mancano  di 
prestare  la  mano. 

Ma  oltre  le  rammentate  opere,  le  più  complessive ,  molli 
dei  falli  e  dei  fenomeni  cui  miriamo,  si  hanno  in  miriadi  di 
produzioni  slaccate  e  di  operette;  alcune  riguardanti  Tinsie- 
me  dei  diversi  fenomeni,  altre  che  trattano  di  una  data  spe- 
cie di  essi,  e  moltissimi  finalmente  che  danno  la  descrizione 
parlicolarizzata  di  qualche  fenomeno  speciale.  Questa  sorte 
di  opuscoli  e  di  produzioni  di  poca  mole  sopra  argomenti 
meteorologici  o  di  fisica  terrestre  è  preziosa,  giacché  ò  raro 
che  anche    quelle  le  quali   descrivono  un  avvenimento  spe- 


(')  A  stabilire  i  fondaraenli  della  meteorologia  ancor  troppo  in- 
ccrli,  è  sommamenle  ulile  Tesarne  dei  principali  fenomeni  che  vi  han- 
no relazione,  accaduti  in  diversi  climi  sì  fisici  che  geografici,  in  com- 
parazione delle  giornaliere  e  periodiche  osservazioni  le  quali  si  lanno 
in  un  dato  luogo.  A  questo  scopo  tendono  principalmente  le  frequenti 
notizie  di  meteorologici  avvenimenti  con  sollecitudine  ora  regitlraii 
in  molte  opere  scientifìco  periodiche»  ed  a  questo  medesimo  intenlo 
noi  pure  andiamo  raccogliendole.  (Giornale  di  Fisica  ec.  di  Pavia^  1835 
p.  15J). 
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dale  DOD  diano  qualche  notìzia  di  altri    fenomeni   consimili 
precedentemente  ricorsi. 

La  bibliografia  di  queste  operette,  rare  le  più  per  appar- 
tenere esse  alla  così  detta  Biblioteca  volante ,  sì  necessaria 
al  concepito  lavoro,  e  ricchissima  al  di  là  di  ogni  credenza, 
può  solo  ottenersi  collo  spoglio  delle   seguenti  opere  : 

Dei  Cataloghi  delle  biblioteche  pubbliche,  delle  private,  di 
quelli  che  furono  compilati  all'occasione  di  vendite  di  libre- 
rie, e  dei  cataloghi  dei  principali  librai. 

Delle  opere  di  bibliografia,  si  generali  che  speciali,  di  co- 
se e  di  luoghi. 

Delle  biografie  parimente  generali  e  speciali,  di  scienziati 
e  di  eruditi. 

Delle  storie  letterarie  e  di  quelle  delle  scienze. 

Ognuno  pertanto  comprende  quanto  enorme  sarà  per  es- 
sere il  numero  dei  materiali  che  attinger  si  potranno  dai 
moDamenti  a  slampa.  Ma  pure  moltissimi  se  ne  hanno  ì  quali 
non  ricevettero  la  pubblicazione.  Io  non  parlo  della  necessità 
di  consultare  e  di  spogliare  i  moltissimi  manoscritti  che  sono 
depositati  nelle  biblioteche  pubbliche  e  nelle  private;  ma  qui 
i&entoverò  altre  fonti  di  manoscritti  a  cui  converrà  attingere. 
Sono  queste  : 

l  cataloghi  e  le  descrizioni  dei  manoscritti 

Le  croniche  non  pubblicate  ;  esse  sono  in  gran  numero,  e 
si  hanno  quasi  di  ogni  più  piccolo  luogo. 

Gli  archìvj  dei  governi,  delle  comunità,  delle  corporazioni 
nligiose,  ed  anco  di  non  poche  famiglie  (^). 

Le  osservazioni  meteorologiche  manoscritte.  In  ogni  luogo 
astato  o  evvi  alcuno  che  prende  nota  degli  avvenimenti  fisici. 

I  registri  mss.  delle  osservazioni  meteorologiche  già  pub- 

n  Per  dare  un'idea  della  vastità  del  campo  esplorabile  degli   ar- 
cbifj,  basti  Tindicare  che  il  solo  archivio  generale  dei  Frari  in  Vene- 
zia contiene  la  quasi  favolosa  cifra  di  quattordici  milioni  di  volumi  di- 
ifjìboiti  in  trecento  locali. 
jnnaU  di  Scienze  Mai.  e  Fis,  T.  IF.  aprile  1853.  10 
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blicate.  Questi  registri  sogliooo  conteocre  varj  appunti  e  ri* 
cordi ,  dei  quali  non  è  stata  fatta  alcuna  comunicazione  al 
pubblico  j  sistema  da  cui  modernamente  siamo  più  o  meno 
declinati.  E  si  consultino  segnatamente  i  registri  tenuti  ne*' 
gli  osservatorj,  perchè  sono  i  più  esatti.  Né  si  lasci  di  spOi- 
gliare  anche  le  stesse  osservazioni  astronomiche  {*), 

I  registri  del  tempo  che  sogliono  essere  tenuti  negli  uflS* 
xj  dei  porti  :  potrà  in  essi  raccogliersi  un  gran  numero  di 
fatti,  tanti  sono  questi  uflìzj. 

I  deposti  che  si  fanno  dai  capitani  e  dai  padroni  dei  ba- 
stimenti presso  gli  uflìzj  di  sanità  al  loro  arrivo  nei  porti. 
Si  rinverranno  molti  fatti,  ed  i  più  preziosi  perchè  accaduti 
in  mare,  e  però  facilmente  fuori  della  portata  di  esser  no? 
tali. 

I  così  detti  giornali  dei  bastimenti,  ove  questj  siano  stati 
conservati  dai  particolari  (**). 

I  rapporti  giornalieri  che  dai  ministri  della  polizia  si  fan? 
no  ai  governi,  i  quali  rapporti  hanno  molti  fatti,  che  scoia 
quella  occasione  anderebbero  perduti. 

1  ricordi  che  sogliono  tenersi  da  coloro  che  soprinicodouo 
ai  giardini  botanici  e  di  orticultura. 

Nelle  varie  fonti  si  incontrerà  più  volte  uno.  stesi9  fatto; 
ma  le  diverse  descrizioni  di  un  fatto  servono  roirabilmootc 
a  procacciarne  la  storia  vera  e  completa. 

Ecco  quanto  occorre  fare  per  pervenire  alla  compilazioue 
di  una  Cronologia  storica  dti  fenomeni   siraordinarj  di  meUo^ 

^      ?        '        "  '    III  «Il  I  I    III  I  I  II    I         .       .  I  ^ 

(*)  Sino  dal  1806  «erbavansi  scritte  nel  margiiie  dei  libri  delle  oa- 
servazioBÌ  astroDomicbe  (fatte  a  Bologna)  alcune  ricerche  deiratinoafo- 
ra  .  .  .  (Palagi^  Primo  decennio»  Bologna  1850.) 

('*)  Negli  ufRzj  dei  ministeri  della  marina  vengono  depositati  con- 
servati i  numerosi  giornali  dei  bastimenti  che  navigarono  par  conto 
del  governo.  Tutti  questi  registri,  che  formano  altrfttaute  «lorie  o 
croniche  fìsiclie  del  tempo,  sono  inediti,  non  esclusi  anco  per  la  mas- 
sima  parte  quel.li  relativi  a  viaggi  di  cui  è  stata  fatta  la  pubblicanone. 
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rddgia  e  di  finca  Urrtsire^  lavoro  ìogcnCi',  che  non  saprebbe 

be  cooinieUcrsi  ,  |)erchè  di  troppe  forze  riunite  e  di  troppi 

ìiidifidui  abbisogna.  L*averlo  accennato  speriamo  che  non  sia 

per  essere  sema  qualche  atìlità.  Ma  gli  avanzamenti    conti- 

irai  che  si  fanno  dalle  scienze,   rincremento  della  civiit.^,  il 

fitenire  egiior  più  popolari  ie  cognizioni  della    fisica  ,  e  le 

moltiplicate  pubblicazioni  delle  effemeridi  meteorologiche,  con- 

(«rtaBO  e  rassicurano  che  col  tempo    sarà    per  raggiungersi 

rmperlante  scopo  del  qurile  aUbiamo  qui  tenuto  parola. 


DI  ALCLNi  NUOVI  ESPKRIMKNTI 
DEL  DOTI.  ALESSANDRO  PALAGI  DI  BOLOGNA 

Suite  variazioni  ekttriche  a  cui  vanno  soggetti  i  corpi  gcoslaa- 
dosi  dal  suolo  o  da  altri  corpi  j  ovvero  accostandosi 
ad  essi, 

BICOBDO 
•CL  »OTT.  C4BLO  «RILLCIVZOIVI 

EtiT.  dotta  GAZZETTA  MEDICA  ITALIANA  —  federativa  — 

Toscana  —  Tom.  Ili,  Ser.  II, 

Heraoldl  5  gcnnajo  1S53  sulla  terrazza  dolla  Specola  deli- 
ri, fi.  Museo  di  Fisica  e  Storia  Naturale  di  Firenze^  il  Sig. 
Alessandro  Palagi  di  Bologna,  Dottore  in  matenAatica  e  me- 
AciDa,  dia  presenza  de*Profossori  Amici,  Bufalini ,  Taddei, 
Parìalore,  Baazi,  Politi,  Gbinozzi,  Dott.  Donati  ,  Avv.  Berti 
e  Pedrìni  di  Bologna,  Ingegnere  G.  Berti  di  Bologna  ed  altri, 
ripetefa  aknoe  sue  esperienze ,    delle  quali  aveva  pur  dato 
saggio  in  Pisa  sugli  ultimi  giorni  del  caduto  anno  alla  pre- 
soin  de'  Prof.  Matteucci  e  Paccinotti ,  del  M.  L.  Tanari  e 
hof.  Rossi  di  Bologna.  Importerebbero  tali  esperienze  la  sco- 
perta di  no  nuovo  processo  di  eleUrizzazione ,  e    della  esi- 
stenza Be'corpì  di  una  proprietà  generale  fin  qui  non  avver- 
tila, ia  quale  sarebbe  questa  :  che  tatti  i  corpi  in  istato  na-r 
turaU  danno  ugno  di  elettricità  vitrea  tosto  che  vengono  a  sco^ 
stani  ilul  MWÀo  o  da  altri  corpi^  e  danno  segno  di  elettricità  re- 


(  148) 
stfwsa  quando  al  suolo  o  ad  aliti  corpi  si  avvicinino^  con  una 
tensione  proporzionala  allo  spazio  interposto, 

Posciachè  Beniamino  Franklin  nel  1752  ebbe  fatto  cono* 
scerc  come  nel  levarsi  a  molla  altezza  neiratmosfera  un  aqui- 
lone volante  munito  di  punte  metalliche  si  caricava  di  elet- 
tricità» molti  fisici^  fra*quali  sono  a  ricordarsi  principalmeDle 
il  Saussure  e  rHermann,  adoperarono  ogni  ingegno  e  diligen- 
za per  certificarsi  delle  condizioni  elettriche  dell'  atmosfera 
a  diverse  altezze.  E  ripetendo  appunto  le  esperienze  del  Saus- 
sure e  deirUermann  nel  1842  il  Sig.  Pelticr  di  Parigi  potè 
osservare  che,  quando  in  una  giornata  serena  in  luogo  aper- 
to ed  alto  egli  innalzava  per  4  o  5  decimetri  il  delicato  elet- 
trometrOy  che  da  lui  prese  il  nome ,  1*  indice  del  medesimo 
dava  segni  di  tensione  vitrea,  la  quale  scompariva  tosto  che 
riponesse  l'elettrometro  al  posto  da  cui  era  cominciato  i*  in- 
nalzamento. Ed  osservò  ancora  che  ,  portando  da  tal  punto 
l'elettrometro  verso  terra^  si  ottenevano  segni  di  tensione  re- 
sinosa j  i  quali  medesimamente  scomparivano  col  rimettere 
l'istromcnto  al  posto  di  prima.  Di  che  il  fisico  Parigino  giu- 
dicava che  tali  fenomeni  procedessero  da  influenze  esercitate 
sull'elettrometro  dalla  diversa  elettricità  posseduta  dai  vari 
strati  di  aria,  nei  quali,  quanto  più  siano  lontani  dalla  ter- 
ra, scaturigine  perenne  (secondo  le  sue  dottrine)  di  elettri- 
cità resinosa ,  tanto  maggiore  deve  apparire  la  tensione  ▼!<* 
trea,  e  viceversa. 

Similmente  il  Dott.  Palagi  ripeteva  sui  primi  del  1852  gli 
sperimenti  del  Peltier  nella  Specola  dell*  università  di  Bolo- 
gna, ma  trovando  necessario  di  variarne  il  modo  per  assicu- 
rarsi di  una  precisione  maggiore  nelle  sue  osservazioni,  gli 
parve  di  poterla  ottenere  col  lasciare  l'elettrometro  al  suo  po- 
sto, mentre  egli  innalzava  ed  abbassava  con  apposito  mecca- 
nismo isolatore  una  palla  metallica  in  comunicazione  per  lun- 
go filo  coirdettrometro  stesso.  Per  meglio  certificarsi  poi  del- 
la qualità  del  fluido  elettrico,  di  cui  Telettrometro  misurava 
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la  lensione,  univa  airistromcnlo  del  Pelticr  il  sensibile  clet^ 
Iroscopio  od  eleltrometro    del    Bohnenbcrger  a   pile    secche 
dello  Zamboni.  E  così  operando  po(è  veriGcaro    che  le  ma- 
DifeslazioDi  di  una  elettricità  contraria  si  ottenevano  alfelet* 
Iroscopio  appena  il  corpo  che  si  era  innalzato  cominciava  a 
discendere  verso  il  punto  da  cui    prima    crasi  mosso,  senza 
che  fosse  mestieri  sorpassare  questo  punto    e  da  esso  proce- 
dere verso  terra.  E  poiché  molti  fatti  identici  e  sempre  co- 
sliQli  confermavano  tale  osservazione,  variando  ancora  a  pia- 
cere i  corpi  sui  quali  sperimentava,  si  credette  autorizzato 
a  ritenere    che   la  elettricità   manifestatasi   ali*  elettrometro 
BOD  abbia  alcun  rapporto  diretto  colla  elettricità  propria  dei 
varii  strali  di  aria  ,  ma  debba  riguardarsi  come  semplice  e 
nalarale  elTetlo    dello    scostarsi  di  quei  corpi  dal   suolo,  o 
Ravvicinarsi  al  medesimo. 

Dalle  prove  addotte  dal  meteorologista  Bolognese  a  dimo« 
slrazione  del  fatto  da  lui  scoperto  ed  a  conferma  del  suo 
«iQDciato  esporrò  quelle  soltanto  delle  quali  io  stesso  fui  te- 
stimonio insieme  ai  dotti  uomini  dei  quali  registrai  i  nomi 
piò  sopra. 

Posai  l'elettroscopio  di  Bohnenbcrger  sopra  una  tavoletta 
'i  marmo  vicino  alle  stanze  dell'Osservatorio,  il  Dott.  Palagi 
lava  princìpio  a'suoi  esperimenti,  ordinandoli  in  serie  diver^ 
te,  per  modo  che  ne  conseguissero  chiare  le  prove  di  varie 
proposizioni,  nelle  quali  si  possono  compendiare,  come  in  som- 
■fii  capi,  i  particolari  della  nuova  scoperta. 

Puma  proposizione  fondamentale:  Un  corpo  in  islato  na" 
ivukj  aUofUanandoii  dal  tuolo  coU'innalzarsi^  manifesta  segni 
di'  dettriciid  vitrea;  e  per  contrario^  avvicinandosi  al  suolo  col 
iùcendere,  manifesta  segni  di  elettricità  resinosa. 
Seguono  le  prove. 

1.**  Esperimento.  —  Posto  in  comunicazione  colla  pallina 
deirelettroscopio  un  capo  di  un  lungo  filo  di  rame ,  tutto 
dagli  stremi  in  fuori  ricoperto  di  seta  spalmata  di  ceralac- 
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ca  ,  lo  sperimenlalore  avvolgeva  Taltro  capo  libero  del  filo 
suirestremità  di  un  hastonceilo  di  ceralacca,  per  isolarlo^  e 
per  mezzo  di  questo  Io  alzava  ed  abbassava  quanto  lo  per- 
metteva la  lunghezza  del  braccio.  E  coH'alternare  di  questi 
movimenti  si  avevano  dalla  fogiiolina  d'oro  delKelettroscopio 
manifestazioni  di  elettricità  vitrea  mentre  ascendeva  Tcstre- 
mo  libere  del  filo,  di  elettricità  resinosa  quando  il  medesi* 
mo  discendeva. 

2.^  Esperimento.  —  Innalzando  con  opportuno  apparcicchio 
isolatore  un  altro  corpo  deferentc,  nella  cui  sostanza  era  i«* 
sinuata  l'estremità  libera  del  filo  conduttore  in  comunicazio- 
ne coll'elettroscopio^  si  avevano  analoghi  risultati,  cioè  ma- 
nifestazioni d'elettricità  vitrea  nell'ascesa,  di  elettricità  resi- 
nosa nella  discesa,  sia  che  si  adoperassero  racimoli,  o  acini  di 
uva,  o  un  cesto  d'indivia,  o  altri  corpi  deferenti.  Che  se  nel 
ripetere  le  prove  lo  sperimentatore  stabiliva  comunicazione 
fra  i  detti  corpi  e  il  suolo,  toccandoli  con  un  dito,  non  avea 
più  luogo  all'elettrometro  alcuna  manifestazione.  Laonde  par- 
ve dimostrato  che: 

a)  Seguono  la  legge  sopraccennata  non  solo  i  corpi  metàliici, 
ma  ancora  qualsivoglia  altro  corpo  deferente. 

3.^  Esperimento.  —  Mossero  dubbio  taluni  se  il  corpo  sul 
quale  si  operava  potesse  mai  venire  influenzato  da  elettrici- 
tà svoltasi  per  le  contrazioni  muscolari  del  braccio  delPope- 
ratore.  A  removere  questo  dubbio ,  fatta  recare  una  lunga 
pertica  alla  cui  cima  era  una  carrucola,  e  per  questa  passa- 
to un  lungo  cordone  di  seta,  a  un  capo  del  cordone  era  so- 
spesa un'arancia  in  comunicazione  pel  filo  conduttore  coU'elet- 
troscopio.  Sollevate  per  mezzo  del  cordoncino  l'arancia  a  qual- 
che metro  d'altezza  si  ebbero  assai  intensi  i  fenomeni  de- 
stati dairaccumula mento  dell'elettricità  vitrea,  e  forti  simil- 
mente i  segni  della  elettricità  resinosa  tostochè  l'arancia  dal 
punto  ov'era  stata  alzata  cominciava  a  discendere  verso  il  snolo. 

Ancora  si  potè  notare  in  questa  esperienza,  che  non    va- 
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rìava  la  inlcnfiilà  dei  fenomoni,  sia  che  Tascfìsa  o  la  discesa 
si  operassero  con  celerità,  sia  che  si  operassero  con  grande 
Icntezxa  per  modo  da  evitare  fra  il  corpo  s|>erimentalo  e  IV 
ria  da  esso  attraversata  ogni  sensibile  sfregamento^ 

Lo  sperimentatore  aggiagneva  quindi  ì  seguenti  coroliarj. 

b)  Che  gli  oiseroati  fenomeni  non  possono  attribuirsi  9d  i/»- 
fluenze  elettriche  procedenti  dalla  presenza  di  elettricità  svoltasi 
per  contrazioni  muscolari  dello  sperimentatore. 

e)  Né  possono  originarsi  dallo  sfregamento  fra  Varia  e  il  cor^ 
pò  cÌ9neht€UOf  poiché  il  crescere  o  il  diminuire  dello  sfregamefh 
to  non  muta  l'intetisità  de* fenomeni: 

d)  Né  possono  in/ine  riguardarsi  come  effetto  d'influenze  eser- 
eitaie  dalla  diversa  elettricità  posseduta  dai  varii  strati  atmosfe- 
ricif  secondo  che  sono  piit  vicini  o  piii  lontani  dal  suolo:  poi- 
ehi  alh  medesime  aiteste  si  hanno  segni  di  elettricità  opposte 
per  la  sola  inversione  del  movimento. 

e)  La  semplice  inversione  del  movimento  di  ascesa  in  quello 
di  discesa  é  valevole  a  fare  scomparirò  ogni  segno  di  elettricità 
ekreuj  sostituendovi  quello  del  polo  opposto  ,  senza  bisogno  che 
il  corpo  sia  disceso  al  punto  da  cui  aveva  cominciato  il  suo  in** 
nalxamente. 

()  La  intensione  dei  fenomeni  elettrici  non  ha  alcun  rappor^ 
io  manifesto  colla  ceterità  o  lentezza  della  ascesa  o  discesa  del 
corpo  sul  quale  si  sperimenta  ,  ina  sembra  proporzionarsi  edlo 
Spazio  percorso. 

4."*  Esperimento.  —  Isolatosi  lo  Sperimentatore  col  tali* 
re  sopra  un  panchetiino  sostenuto  da  gambe  di  vetro,  e  po« 
atosi  in  comnnicazione  coirelcttrometro  per  mezzo  del  filo 
conduttore,  sul  cui  estremo  libero  egli  posava  un  piede,  fe- 
ce vedere  come. 

gì  Uentid  fenomeni  a  quelli  sopraindicati  si  ottengono  simile 
misnte  per  Calzarsi  ad  abbassarsi  di  un  corpo  vivoj  e  delle  sue 
membra. 

Giacché  la  sensibile  fogliolina  deirelettrometro  segnava  im- 
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mancabilmcntc  la  presenza  d*cleUrici(à  vitrea  ogni  volta  che 
lo  sperimentatore  alzava,  o  sollevava  un  braccio;  di  elettri- 
cità resinosa  ogni  volta  che  operava  un  noioto  contrario. 

Seconda  proposizione.  Nei  moli  orizzontali  i  corpi  in  i$kh 
to  naturale  danno  segno  di  elettricità  vitrea  tosto  che  $i  muo' 
vano  verso  uno  spazio  libero ,  e  di  elettricità  resinosa  j  quando 
si  muovano  verso  uno  spazio  occupato  da  altri  corpi. 

Ne  offriva  la  prova  colle  seguenti  esperienze: 

5."*  Esperimento.  —  Accomodalo  il  capo  libero  del  filo 
conduttore  airestreraità  di  un  bastoncello  di  ceralacca,  come 
nel  1.'*  Esp.^,  il  Palagi  tenendo  l'estremo  del  filo  condutto- 
re innanzi  a  so  alPallczza  del  petto  fece  osservare  come  , 
portandolo  verso  destra  o  verso  sinistra  orizzontalmente  quan- 
to poteva  stendersi  il  braccio  ^  l'elettroscopio  dava  segni  di 
elettricità  vitrea;  dovechè  riportandolo  verso  il  proprio  cor- 
po si  ottenevano  segni  di  elettricità  resinosa. 

G."*  Esperimento.  —  Isolatosi  lo  sperimentatore^  e  posto- 
si in  comunicazione  coirelettrometro  come  nel  4.""  Esp.%  nel- 
ristesso  modo  che  aveva  fallo  conoscere  come  i  fenomeni 
destatisi  per  Tinnalzamento  ed  abbassamento  delle  braccio 
concordavano  perfettamente  con  quelli  che  si  manifestavano 
per  l'ascenderò  e  discenderò  degli  altri  corpi,  così  ancora  fe- 
ce vedere  come  spiegando  il  braccio  orizzontalmente  a  destra 
ovvero  a  sinistra  verso  lo  spazio  libero  si  avevano  segni  di 
elettricità  vitrea,  dovechè  adducendolo  pur  sempre  disteso  e 
orizzontalmente  innanzi  a  se  in  modo  da  formare  colla  pri- 
ma direzione  un  angolo  di  circa  90",  relettrometro  segnava 
elettricità  resinosa;  poiché  con  tale  movimento  la  mano  si 
avvicinava  allo  spazio  occupalo  dal  corpo.  Invertendo  il  mo- 
vimento da  questa  seconda  posizione  per  ricondurre  il  brac- 
cio orizzontalmente  disteso  a  destra  o  a  sinistra^  tornavano 
i  segni  della  elettricità  vitrea. 

Ma  poiché  il  Palagi  così  sperimentando  nelfaddurre  il  brac- 
cio innanzi  a  so  lo  teneva  nella  direzione  del  meridiano,  per 
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togliere  il  dubbio  che  Tazionc  magnetica  della  terra  potesse 
avere  alcuna  influenza  nei  resultati  dello  sperimento,  si  com- 
piacque ripeterlo  volgendosi  in  tutte    le  direzioni ,  nò  però 
variarono  i  resultati;  laonde  potè  conchiudere  che, 

a)  Gli  accennati  fenomeni  hanno  luogo  costantemente  in  qua- 
lunque orientazione. 

Terza  proposizione.  Dallo  studio  degli  effetti  ottenuti  pei 
movimenti  verticali  e  orizzontali,  passando  a  quelli  che  na- 
scono per  moti  obliqui,  veniva  poi  dimostrando  come: 

a)  Non  Vinnalzamento  o  Vabbassamento  de^corpi  verso  il  suo- 
lo  è  la  causa  delle  contrarie  manifestazioni  elettriche  osservate^ 
ma  il  semplice  atto  di  scostamento  od  avvicinamento  al  suolo  o 
ad  altri  corpi. 

7.0  Esperimento.  —  Postosi  il  Palagi  sullo  sgabello  isola- 
tore e  comunicando  coll'clettroscopio  nel  modo  già  più  vol- 
te significato,  ripeteva  con  pari  resultato  di  prima  i  varj  mo- 
vimenti delle  braccia  ottenendo  segni  di  elettricità  vitrea 
neirinnalzarle ,  e  di  elettricità  resinosa  nel  portarle  verso 
terra:  ma  poi,  mutando  modo  agli  alti  suoi,  se  nel  solleva- 
re il  braccio  destro  lo  portava  sopra  la  fronte ,  l'elettrome- 
tro segnava  elettricità  resinosa:  e  segnava  similmente  elettri- 
cità resinosa ,  se  alzando  le  mani  verso  il  cielo  nelfatto  di 
chi  prega  accostava  la  destra  alla  sinistra.  Per  lo  contrario 
quando,  lasciando  tale  atto,  discostava  le  mani  portandole  a 
destra  o  a  sinistra  lontano  dal  proprio  corpo  >  la  foglioiina 
deirelettrescopio  dava  indizio  di  elettricità  vitrea,  benché  lo 
mani  si  fossero  abbassate. 

b)  U  fenomeno  si  verifica  similmente  nello  staccarsi  un  cor- 
po da  un  altroy  per  quando  sia  tenne  il  corpo  o  la  parte  che 
se  ne  stacca. 

8.°  Esperimento.  —  Presa  dallo  sperimentatore  ,  isolato 
come  sopra^  una  sorsata  d*acqua,  incominciò  a  farla  schizza- 
re dalla  bocca  ad  intervalli,  e  noi  osservammo  che  ogni  vol- 
ta che  si  partiva  dalle  labbra  di  lai  uno  schizzo  d'acqua  Te- 
lettroscopio  indicava  la  presenza  di  elettricità  vitrea. 
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Il  medesimo  fenomeno  si  ripeteva  ogni  rolla  che  lo  spe- 
rimentalore  sputasse,  sia  che  lanciasse  lo  spato  eoo  forza  da 
se  lontano,  o  che  lo  spingesse  appena  tanto  che  gli  doTesse 
cadere  ai  piedi:  sia  che  lo  sputo  fosse  grave  o    (enaissimo. 

9,**  Esperimento.  —  Fatto  salire  ano  de'circostaati  sollo 
sgabello  isolatore  in  vece  sua,  lo  sperimentatore  Don  isolalo 
si  collocò  a  piccola  distanza  dal  mede  simo. 

Così  stando,  se  il  Palagi  allu  ngando  un  braccio  toccava  la 
persona  isolata,  questa  dava  segno  di  elettricità  resinosa;  se 
ne  ritraeva  la  mano,  apparivano  i  segni  della  elettricità  op- 
posta. 

Il  medesimo  avveniva  se  invece  di  toccare  la  persona  iso- 
lata, egli  non  faceva  che  accostarle  una  roano.  E  analoghe 
manifestazioni  di  elettricità  resinosa  rendeva  similmente  Te- 
lettroscopio,  se  poco  dopo  avere  accostata  una  mano  alla  per- 
sona isolata,  Tesperimentatore  le   accostava   anco  l'altra. 

Più  valida  conferma  ricevevano  pure  questi  risultati  quan- 
do lo  sperimentatore  partendosi  dal  posto  che  cccupav»  si 
allontanava  dalla  persona  isolata,  perocché  tosto  la  foglioli- 
na  d'oro  appariva  caricata  di  elettricità  vitrea  ;  mentre  per 
l'opposto  dava  indizio  d'elettricità  resinosa  se  quegli  volge- 
va i  passi  verso  la  persona  che  stava  tuttavia  immobile  sai 
suo  sgabello. 

Chiudeva  tale  esperimento  collocandosi  a  molta  distanza 
dalla  persona  isolata  in  modo  da  poterla  appena  toccare  col- 
Testremità  di  una  mazze  ttina  di  legno  ;  e  reletirometro  ri- 
spose come  in  tutte  le  altre  prove  sopradescritte,  cell'indi- 
care  elettricità  vitrea  ogni  volta  che  la  punta  della  raazzet- 
tina  si  allontanava  dalla  persona  isolata;  elettrieità  resinosa 
ogni  volta  che  la  punta  della  mazzettina  la  toccava,  o  anche 
semplicemente  le  si  accostava. 

Sopra  il  quale  esperimento  é  da  avvertire  che  le  manife- 
stazioni resinose  apparvero  sempre  più  leggiero  delle  vitree; 
differenza  che  si  ebbe  luogo  di  rilevare  anche   in  alcun  al- 
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tro  degli  esperimenti  antecedenti.  Per  tali  fatti  si  può  con- 
chiodere  che. 

e)  Per  ottenere  gli  effetti  elettrici  per  avvicinamento  escosttt- 
mento  de'corpi  non  occorre  che  v  abbia  luogo  contatto, 

d)  i  $egnt  di  elettricità  resinosa  eccitati  dall'avvicinamento  so- 
no in  generale  meno  intensi  di  quelli  della  elettricità  vitrea  prò- 
dotta  per  lo  scostamento  ,  benché  siano  uguali  le  distanze  e  le 
superficie  neWun  caso  e  neWaltro. 

Quarta  proposizione.  /  corpi  coibenti  in  istato  naturale  non 
isfuggono  alla  legge  generale  di  elettri zzazioncj  a  cui  vanno  sog- 
gettigli  altri  corpi  nel  loro  avvicinamento  e  scostamento  reciproco, 

10. <»  Esperimento.  —  Interessantissimo  fu  questo  esperi- 
mento, dacchè>  lasciando  da  parto  i  corpi  deferenti,  lo  spe- 
rimentatore fece  manifesto  come  neppure  i  corpi  coibenti 
possono  sottrarsi  alla  legge  comune. 

Sostituito  al  primo  filo  conduttore  un  altro  tutto  coperto 
di  seta  spalmata  di  ceralacca,  un  capo  dei  quale  era  avvolto 
intorno  allo  stelo  della  pallina  deiPelettroscopio  e  Taltro  ca^ 
pò  immerso  in  un  globo  informe  di  ceralacca,  ripetendo  con 
questo  i  movimenti  che  nelle  prime  esperienze  eransi  ope- 
rati con  corpi  deferenti  si  ottenevano  all'elettrometro  analo- 
ghi resultati  senza  bisogno  di  isolare  il  corpo  eh*  era  sog- 
getto di  prova;  talché  bisogna  anche   inferirne  che 

a)  /  corpi  coibenti  per  ciò  che  sono  cattivi  conduttori ,  non 
hanno  bisogno  di  essere  isolati  per  manifestare  i  comuni  fenomeni. 

11."  Esperimento.  —  I  fenomeni  enunciati  si  conferma- 
vano pure  costantemente,  quando  al  filo  di  rame  coperto  di 
ceralacca  veniva  sostituito  un  cordoncino  di  seta,  ovvero  di 
capelli ,  sia  che  si  adoperasse  per  1*  esperienza  un  pezzo  di 
ceralacca  o  un  pezzo  di  vetro.  Laonde  s*  avrebbe  a  rite- 
nere che 

b)  Di  fronte  alla  universalità  della  legge  accennata  nessun 
corpo  si  mostra  assolutamente  coibente. 

12.''  Esperimento.  —  Levati  i  fili  di  comunicazione,  ed  ac- 
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coslalo   semplicemente  alla  pallina  dell'  ctctlroscopio  un  ba- 
stoncello di  ceralacca  immantinente  ebbero  luogo  manifesta- 
zioni resinose,  e  allontanandolo  manifestazioni  vitree.  E  il  si- 
mile avvenne  operando  con  un  bastoncello  di  vetro. 

e)  /  corpi  coibenti  non  isolati  manifestano  i  consueti  fenomeni 
anco  senza  intermedio  di  conduttore,  approssimandoli  e  allonta- 
nandoli successivamente  dalla  pallina  delC elettrometro. 

Quinta  proposizione.  5e  invece  di  sperimentare  con  corpi  in 
istato  naturale  si  cimentano  corpi  già  elettrizzati  vitreamente  i 
fenomeni  elettroscopici  siìnvertono}  se  si  cimentino  corpi  elettriz- 
zati resinosamente  i  fenomeni  consueti  si  manifestano  con  mag^ 
giore  intensità, 

13.°  Esperimento.  —  Isolata  una  persona  e  messa  in  co- 
municazione colTelettrometrOy  accostandovi  un  bastoncello  di 
vetro  in  istato  naturale  ,  si  hanno  indizj  di  elettricità  resi- 
nosa; allontanandolo^  indizj  di  elettricità  vitrea. 

Ma  se,  caricalo  di  elettricità  il  vetro,  strofinandolo  sopra 
un  panno  di  iana^  si  accostava  anco  a  distanza  all'individuo 
isolato,  l'elettroscopio  dava  segno  di  forte  tensione  vitrea,  al- 
lontanandolo rendeva  i  segni  contrarj. 

14.°  Esperimento.  —  Caricato  di  elettricità  resinosa  in  si- 
mil  modo  un  cannello  dì'  ceralacca  solo  che  si  accostasse  an* 
che  a  distanza  alla  persona  isolata  apparivano  segni  di  elet- 
tricità resinosa  all'  elettrometro;  e  allontanandolo,  sottentra- 
vano parimenti  intensi  i  segni  opposti. 

15.°  Esperimento.  —  Quando  poi  nel  primo  caso  le  provo 
di  scostamento  e  accostamento  del  vetro  elettrizzato  si  ri- 
petessero per  un  certo  tempo,  i  fenomeni  sopradescritti  ap- 
parivano di  mano  in  mano  più  deboli  finché,  fosse  disperso 
tutto  il  fluido  vitreo  accumulatovi  sopra;  e  appena  il  vetro 
era  tornato  allo  stato  naturale  tornavano  ancora  a  manife- 
starsi nell'elettrometro  i  fenomeni  comuni  a  tutti  i  corpi  in 
istato  naturale. 

Farmi  inutile  l'accennare  che  ripetendo  la  sperienza  colla 
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ceralacca  elettrizzala  resinosamente ,    per  lo   scomparire  del 
floido  accumulatovi  ,    non  aveva  luogo  alcuna  inversione  di 
feoomcoi,  ma  semplice  indebolimento. 

Tali  sono  i  fatti  importantissimi  di  cui  il  Dott.  Palagi  cor- 
(esemeolc  iuvitavami  ad  essere  testimonio,  e  che  io  consegnai 
fedelmente  in  questo  scritto.  Né  tenterò  per  mia  parte  di 
adombrarne  pure  una  spiegazione,  sì  per  non  assumere  im- 
presa sproporzionata  alle  mie  forze,  e  sì  ancora  per  ossequio 
alia  prudente  riserva  dello  sperimentatore  medesimo;  conten- 
tandomi di  avere  dato  opera  perchè  sia  tenuto  ricordo  di 
(|iiesta  nuova  scoperta  italiana ,  e  porto  agli  studiosi  delle 
cose  naturali  materia  di  nuove  indagini',  e  di  serie  medita- 

ZiODl. 

ff.B,  Mentre  pubblichiamo  l'esperienze  del  Sig.  Prof.  Palagi 
lei  nostri  Annali  siamo  assicurati  che  il  Sig.  Prof.  Paolo  Yolpi- 
^elli  sta  ripetendole  col  medesimo  il  quale  portandosi  a  Roma 
fi  a  lui  diretto  da  chiari  Scienziati  di  Bologna.  Solleciti  del 
/egresso  scientifico  espressero  essi  al  Prof,  Volpicelli  il  de- 
^dcTÌo  che  il  principio  elettrostatico  del  Palagi  fosse  con  ul- 
teriori sperienze  confermato  e  posto  in  piena  luce.       B.  T. 

SUL  BAGGIAMENTO  CALORIFICO   DEL  SOLE 

TERZA  COMUNICAZIONE     (') 
DEL    PROF.  P.  VOLPICELLI     (**} 


Continuando  queste  sperienze,  e  dando  alle  sostanze  dia- 
^^iniche  la  spessezza  di  circa  un  centimetro,  ho  potuto  rag- 
giungere gli  altri  fatti  seguenti: 

(*)  Per  la  prima  communicazìone  V^  Atti  dell' Accacl.  pontifìcia  dei 
DQovi  Lineei  sessiont;  Vili  del  5  agosto  1851.  p.  573,  per  la  seconda 
v.,9ue6li  Annali  T.  Ili  an.  1852.  p.  437. 

(**)  Estratta  dagli  Atti  de'nuovi  Lincei  Sessione  II  del  22  Febrajo 
i852.  Ao.  V. 
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l.''  II  quarzo,  ed  il  vetro  ambedac  limpidi,  sono  8<istanza 
le  più  diatermiche  rispetto  ai  raggi  solari,  giuoli  alla  saper- 
ficie  terrestre;  lo  che  stabilisce  una  differenza  notevole  fra 
questo  raggiamcnto,  e  quello  delle  sorgenti  calorifiche  terre- 
stri. Da  ciò  deriva  che  i  rcfrattori  sono  idonei  a  sperìMen- 
tare  la  distribuzione  del  calorico  sul  disco  solare,  e  che  b 
lenti  a  scaglioni  sono  i  mezzi  più  acconci  per  concentrare  il 
calorico  riflesso  dalla  luna,  come  già  pel  primo  sperìmeaté 
il  sig.  Melloni,  ottenendo  felici  risnitamcnti  {*).  La  differen- 
za fra  le  deviazioni  dclTago  del  gaivanometro  ,  prodotto  dal 
raggio  solare  libero,  e  dal  medesimo  dopo  aver  attraversale 
le  due  indicate  sostanze,  fu  trovala  costantemente  di  un  gra- 
do, da  mezzo  di  fino  a  tre  quarti  prima  del  tramonto.  Per- 
ciò chiamando  n  il  numero  dei  gradi  della  prima  deviano- 

ne  ,  ..ri,  "-±  ,•  .s,re«ìo„,    M  p„..rc  .s.orb.,>«  ,  si.  M 

vetro,  sia  del  qna  rzo,  ambedue  limpidi.  Per  tanto  se  prescin- 
dasi dalle  riflo  ssioni,  che  subiscono  i  raggi  nelle  due  super- 
ficie parallele  della  sostanza  diatermica  ,  si  può  dire  che  il 
quarzo  ed  il  ve  Irò,  ambedue  limpidi,  lasciano  libero  il  tran- 
sito ad  ogni  specie  di  raggi  calorifici  solari,  dopo  avere  que-^ 
sti  attraversato  l'atmosfera  terrestre. 

2.®  Il  sai  gemma  diminuisce  assai  la  deviazione  dell'ago 
prodotta  dal  raggio  solare  libero  ;  perciò  questa  sostanza,  ri- 
spetto ai  raggi  solari,  mostrasi  meno  diatermica  di  varie  al- 
tre, e  specialmente  delle  due  precedenti  ;  lo  che  stabilisce 
un'altra  differenza  notevole  fra  questo  raggiamcnto  ,  giunto 
sulla  terra,  e  quello  delle  sorgenti  calorifiche  terrestri  per 
le  quali  il  sai  gemma  é  superiormente  diatermico  o  frasro- 
lescente.  Di  più,  trascorando  le  piccole  differenze  nei  risul- 
/4amonti  numerici,  le  quali  polrobboro  pure  attribuirsi  a  varie 
cause  pcrturbalrici ,  si  trova    che  il  sai   gemma    diminuisce 

(*)  La  Thermochróse  M<>lloiiì.  —  Naplei»  1850,  pa|,^  251. 
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sempre  circa  della  mela  il  raggiamento  liljcro  solare  ,  da 
mezzodì  siao  a  mezz'ora  prima  dei  tramonlo.  Ciò  vuol  dire 
che  il  sai  gemma,  almeno  quello  da  me  adoperato,  che  pro- 
YÌene  da  Cardona^  ed  è  sufficientemente  limpido,  affetta  nello 
stesso  modo  tutti  gli  elementi  diversi  calorifici  del  sole;  per 
cui  rispetto  al  calor  solare  giunto  a  noi,  conserva  la  proprie- 
tà, già  scoperta  nel  sale  medesimo  dal  eh.  Melloni,  di  essere 
cioè  alcrmocroico.  Facendo  passare  il  raggio  del  sole  a  tra- 
verso il  sai  gemma  della  spessezza  di  circa  0"',  15 ,  non  si 
aveva  deviazione  alcuna  nelKago  ,  mentre  colla  lampada  di 
Locatelli  si  aveva  la  deviazione  di  1.^ 

Qniadi  se  il  sole,  come  sembra  dover  essere,  abbiasi  per 
sorgente  di  ogni  sorta  di  raggiamcnti  calorifici,  possiamo  dalle 
precedenti  sperienze  confermare,  che  le  atmosfere,  una  sola- 
re, l'altra  terrestre  distruggono  in  gran  parte  quei  raggi , 
che  sono  abbondanti  nelle  sorgenti  luminose  terrestri,  e  che 
il  celebre  fisico  Melloni  distingue  col  nome  di  radiazioni 
oscure;  le  quali,  secondo  le  scoperte  del  medesimo  ,  hanno 
proprietà  specifiche  di  trasmissione,  e  diffusione  diversissime, 
da  quelle  dei  raggi  di  calore  lucido. 

3.°  Vi  sono  delle  sostiinze,  come  il  sai  gemma  affumato  , 
Tallume,  il  solfato  di  calce,  cristallizzati,  ed  i  vetri  colorati, 
od  in  bleu,  od  in  verde,  ognuna  dello  quali,  stando  il  sole 
a  diverse  altezze  sulPorizzonte,  riduce  le  diverse  deviazioni, 
prodotte  dal  raggio  solare  libero ,  ad  essere  costantemente 
le  stesse,  dal  meriggio  sino  a  circa  tre  quarti  prima  del  tra- 
monto. Ciò  porterebbe  a  concludere  ,  che  vi  sono  delle  so- 
stanze le  quali,  rispetto  ai  raggi  solari,  hanno  il  potere  as- 
sorbente (  =  A)  inversamente  proporzionale  alla  energia  del 
raggiamento  libero  (  =  K)  incidente  sullo  medesime;  cosic- 
ché, indicala  con  C  una  costante^  abbiasi 

A.R  =C. 
Anche  da  ciò  rilevasi    una   differenza    fra  i  raggi    calorifici 
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del  sole,  giunti  a  noi,  e  quelli  delle  sorgenti  caloriGche  ter- 
restri. 

4.°  Parecchie  sostanze  diatermiche,  in  specie  le  acroichc, 
come  il  quarzo  ed  il  vetro  ambedue  limpidi,  lasciano  verso 
il  tramonto  il  passaggio  libero  ai  raggi  solari  ,  cosicché  le 
deviazioni  delPago,  prima  e  dopo  il  passaggio  stesso,  trovansi 
presso  che  identiche.  Ciò  prova  che  crescendo  la  spessezza 
dell'atmosfera,  ed  i  raggi  calorifici  solari  filtrando  per  essa , 
riduconsi  tali,  da  potere  attraversare,  senz*  altra  passione,  le 
indicate  sostanze  ;  fra  le  quali  annoveriamo  anche   il  vetro 

rosso. 

5.""  Unite  insieme  tre  lastre,  una  di  sai  gemma,  l'altra  di 
allume  limpido,  la  terza  di  solfato  di  calce  cristallizzato,  il 
raggio  solare  dopo  avere  attraversato  questo  sistema  diafa- 
no^ risulta  di  luce  bianca,  sentibilmerUe  priva  di  calorico  ri* 
spetto  al  termoactinometro  da  me  adoperato.  Ciò  prova  che 
le  termocrosi  diverse  dalle  due  lastre,  una  di  allume,  Taltra 
di  solfato  di  calce,  si  oppongono  fra  loro  :  quindi  con  que- 
sto mezzo  possiamo  affievolire  per  modo  1*  effetto  calorifico 
del  raggiamento  solare,  che  questo  riducasi,  pel  calorico,  al  rag- 

giamcnto  lunare^  conservando  però  maggior  luce. 

6.°  Si  verifica  eziandio  nella  luce  solare ,  che  la  copia  di 
calorico  passata  per  più  lastre,  di  natura  diversa  l'una  dall* 
altra,  6  indipendente  dalfordine  con  cui  queste  sono  insieme 
disposte. 

7.^  Il  raggio  solare  libero,  cioè  non  obbligato  ad  attraver- 
sare veruna  sostanza  diatermica,  eccetto  Tatmosfera,  mantie- 
ne costantemente  la  sua  energia  calorifica,  dal  meriggio  sino 
verso  le  tre  e  mezza  dopo;  quindi  va  diminuendo  ,  per  tor- 
nare poi  costante  verso  i  tre  quarti  prima  del  tramonto. 
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SULLE  CURVE  PIANE 

MEMORIA 

DELI.'  ARCHITETTO  SAVERIO  MARCHESAIVO 

Aluono  della  scuola  di  jipplicaiioDe  ai  ponti  e  strade 

di  Napoli 

Allorché  son  date  Ire  curve  piane  qualunque,  e  si  voglio- 
no esaminare  lo  relazioni  tra  i  loro  archi  e  tra  le  loro  arce 
il  fiistcma  di  analizzare  può  assumersi  sotto  svariate  forme, 
e  condurre  tuttavia  ad  illazioni  identiche.  DiiBcoltà  non  lieve 
incontrando  io  nella  scelta  di  quello  ,  dopo  di  avere  in  più 
modi  riferiti  tra  loro  i  punti  di  tre  curve,  uno  ne  ho  tro- 
valo con  cui  sono  stato  condotto  a  notabili  conseguenze,  evi- 
tando lunghezza  di  calcofi.  Ho  considerati  congiunti  i  suc- 
cessivi punti  della  prima  e  terza  curva  in  maniera  che  le 
congiungenti  fossero  parallele  a  rette  che  partendo  da  un 
punto  arbitrario  ai  successivi  punti  della  seconda  diverges- 
sero; ma  mi  sono  altresì  convinto  doversi  supporre  le  prime 
congiungenti  aver  rapporto  costante  alle  seconde ,  come  ap- 
punto Steiner  avea  praticato  in  una  simile  ricerca  (N.*^  5). 
Ho  supposto  i  punti  rispettivi  della  prima  e  terza  curva  de- 
terminati dairinclinazione  delle  tangenti,  e  cosi  ho  esaminate 
con  semplici  geometriche  vedute  le  proprietà  della  seconda 
curva  essendo  qualunque  l'inclinazione  delle  tangenti ,  ed  il 
rapporto  costante.  I  risultamcnti  ottenuti  ho  pure  confermati 
coll'analisi  che  non  crasi  adoperata  cosi  generalmente  in  que« 
sta  ricerca.  Relazioni  tra  i  tre  archi  sono  contenute  nei  pri- 
mi sci  teoremi^  relazioni  tra  le  tre  aree  nei  quattro  ultimi^ 
ed  a  questi  mi  ha  guidato  la  sola  analisi. 

TEOREMA  l.*"  Se  ad  una  curva  A  conducasi  un  qualun- 
que numero  di  tangenti,  ed  altrettante  se  ne  conducano  ad 
una  seconda  curva  A'  in  modo  che  siano  inclinate  alle  pri- 
me con  data  legge  ;  se  inoltre  si  congiuogano  con  un  punto 
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fisso  ed  arbitrario  tatti  i  punti  di  contatto  di  A,  e  pei  cor- 
rispondenti  di  A'  si  menino  rette  parallele  alle  conginngenti 
ed  uguali  ad  un  multiplo  costante  di  esse,  ne  risulterà  dal 
loro  estremi  una  terza  ciirva  A",  di  cui  un  qualunque  eie- 
mento  sarà  terzo  lato  di  un  triangolo,  che  ba  per  altri  due 
Iati  un'uguale  multiplo  dell'elen^ento  rispettivo  iì  A,  e  Tele- 
mento  rispettivo  di  A',  e  per  angolo  opposto  V  inclinazione 
delle  tangeQti  alle  stesse  curve. 

1.*"  Per  ravvisare  geometricamente  V  oQunciato  teorcfna  s} 
supporranno  rettilinei  gli  elementi  delle  tre  curye  A,  A'^  A*^, 
ID  senza  tema  di  errore  si  supporranno  coincidere  si  cogli  ar- 
chi minimi  di  cui  sono  corde  ,  si  colle  direzioni  delle  taor 
genti;  dopo  ciò  l'eniinciata  costrizione  ^  manifesta  dalla  80I4 
ispezione  della  Fig.  1,  in  cui 

9ono  le  tre  curve  A,  A',  A",  e  p  il  punto  Qsso. 

Intendasi  il  pupto  a  trasportalo  in  «',  e  U  direzione  dì 
ap  facciasi  coincidere  pop  a!q>'\  Sirà 

a^p  :=  (gfj  afb  zs^ab  ^ 

l'angolo  ha!V  Y  incljoazioue  dei  dqe  clementi  a!k\  ab  delle 
Ciirve  A',  A  ;  ovvero  delle  (ingenti  ai  pqqti  e' ,  a-  Conda-r 
casi  per  a"  la  a"^  parallela  4  b'b^^  Bnché  incontri  in  j3  il 
proluqgamento  (se  occorrerà)  di  a!b  ,  congiungasi  ^b\  si  ivrii 

a'a'ipa'  :  :  a'/S  :a'6  :  :  a"^  :pb 

ma  per  ipotesi 

q!W  :  pa!  :  :  m  :  1 

(essendo  m  il  moltiplicatore  costante),  dunque 

a'/3  —  m(a'b)  =  m(ab) ,    a"/3  =  mfpb), 

E  inoltre  per  costruzione  b'b"  =:  m{pb) ,  adunque  e''j3  è 
Uguale  e  parallela  a  b'b'^  ,  il  quadrilatero  /3«"i"V  é  paralle- 
)ogrtmmo,  ed  é  jSA'  =  a"b" ,  cioè  V  elemeato  a"*"  di  A''  « 
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lerxo  bla  del  triangolo  /3«'6'  ,  in  cai  i  due  iati  «'/S»  aV  »  é 
l'angolo  fiJb'  sono  quelli  da  principio  eaunclati. 

2.  Il  prolungamento  dello  rette  aV  »  Vb^*  ....  potrebbe 
altresì  essere  in  senso  opposto,  e  la  curva  cd^^'c"  ....  sa- 
rebbe situata  al  di  sopra,  non  venendo  meno  V  addotta  di* 
moslrazione,  benché  modificata  la  costruzione.  Fig.  2. 
Infatti  posto  il  punto  a  sopra  a* ,  in  modo  che  ap  :=  a'p^ 
ed  J^^  siano  per  dritto,  sarà  alh  =  ah,  bp  parallela  a  b'V. 
Similmente  per  a"  si  meni  la  a"^  parallela  a  b"b'  finché  in- 
contri in  |3  il  prolungamento  (se  necessario)  di  b'a,  si  avran- 
no simili  i  due  triangoli  a'VjS  ,  a'bp ,  e  danno  parimente 

a 'a'  :  a'p  :  ;  a'^  ;  a'b  :  ;  a'' fi  :  bp , 

da  coi  risolta 

a'iS  =  m{a'b)  =  m{ab) ,     a"/3  =  m(bp)  =  b'V ,    a"A"  =  fib' , 

cioè  J'bf  terzo  Iato  del  triangolo  fia'b*  ,  in  oui 

^a'  =  m(ab)  ,  a'A' 

M90  i  rioiaueftti  tatii  e  l'angolo  opposto  ficib'  ó  complemento 
MPaogolo  ba'b'  delle  tangenti^ 

3.  Dinotando  con  y  =/i>r)  t  y  =F(y)  Tequaziooi  di  A  , 
A',  con  di  I  df' ,  ii**  gli  clementi  aA ,  a*b^ ,  a 'i^',  si  avrà  per 
k  proprietà  anzidette 

(1)        A$"^  =;  m' di"  -f-  di'*  q=  2m  di  di'cos(B  —  C) 

Io  cai 

cos(B  —  C)  = 

^^^<         1  -^  tgB  tgC  __  1  -^/(x)  r(x') 

t/(i^tg^Bii/  (i+tg^C)"  V[\'^f(xTV{\'^nx'Y) 

S,  e  G  gli  angoli  delle  due  tangenti  coH'asse  delle  ascisso  , 
e  rarrk  il  segno  superiore  o  inferiore  secondo  che  i  prolun- 
gamenti delle  rette  ad* ,  b'b*'  . .  .  fanno  tra  loro  angolo  acu- 
ta od  ottuso,  ovvero  secondo  che  si  ha  la  curva  A"  eome 
nella  Fig.  1,  oppure  la  A"^  come  nella  Fig.  2. 
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4.  Allo  medesime  conseguenze  si  può  agevolmente  perve- 
nire col  calcolo.  A  tal  fine,  avendosi 

(3)  y=M,   y'  =  F(z') 

dinotino  u,  v  le  coordinate  di  a"b"c" a,  j3  qacllc  del 

punto  />.  Per  essere  a"a'  parallela  ad  ap ,  valendo  le  stesse 
distinzioni  pel  segno,  si  scorgerà  facilmente 

(4)  m(x-a)=dz(x'-v),    i»(y-|S)  =  ri=  (y'-w)  , 
che  difTerenzìalc  danno 

(5)  dv  =  dj;'  Jip  tndx  ,    du  =  ày'  q=  mdy. 
Da  ciò  si  ottiene 

di'"  =  d»'  -+■  du'  =  [dx'  =p  mdxy  -|-  [dy'  =pmdyy 
=  dx"  -f-  dy"  -t-m'(dx*  ■+■  dy") 

q=2ml/^(d«'-+-dy*)l/(dr»-+-dy'=')  ^  ''^ '^^'^ 


r('-^)K('-^) 


=  m'd#'  -f-  d*'^  q=2|ii  d*  d*'— "-^  "^^''^^y  ■*   , • 

5.  Allorché  è  m=  1  ,  B  =  C  ,  la  (1)  da  s"  =  8  =^  $'  , 
proprietà  ravvisata  da  Steiner,  ed  allora  le  tangenti  alle  due 
curve  saranno  fra  loro  parallele. 

Nella  stessa  ipotesi  se  non  ò  m  =  1  ,  la  (1)  darà  per  gli 
archi  di  A"  A"^ 

i"  zzsms  -^  8\  8"o  =  m*  -+-  «' , 
e  sommando  e  sottraendo 

e  quindi 
TEOREMA  li.''  Condotte  parallele  fra  loro  le  tangenti  al- 
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1^»      ^arvc  AA^  ed  oUenute  le  summentovate    curve  A"„A''  , 
jl  gm     somma  di  dae  loro  archi  rispettivi  ha  costante    rapporto 
^ll^jtrco  di  A  per  uoo  slesso  valore  di  m. 

Variando  m  la  detta  somma  corrispondente  ad  uno  stesso 
skwco  di  A  sarà  proporzionale  ad  m. 

La  differenza  di  essi  sarà  sempre  ugnale  al  doppio  dell'arco 
ai    A'. 

Suppongasi  per  poco 

cos(A-B)  =  m.^^j-_, 

fa    (1)  dà  per  l'arco  della  sola  A",  $"=[/' {l  —  m*)  «',  laon- 
de    si  ravvisa  il  seguente 

X^EOREMA  1(1.''  Premesse  le  antecedenti  nozioni,  volen- 
dosi prendere  le  rette  che  partono  dai  punti  di  contatto  di 
•^     snaggiori  dei  raggi  vettori  di  A»  non  esisterà  alcuna  leg- 
9^    ^i  tangenti,  per  cui  la  curva  A"  abbia  i  suoi  archi  pro- 
P<*«"^:ionali  a  quelli  di  A',  essendo  J/^l — m*  il  rapporto. 

^l'on  così  avverrà  se  si  vuol  trovare,  per  un  qualunque 
^^■^^TC  di  m,  una  curva  A",  i  cui  archi  siano  proporzionali 
*  •^'^lelli  di  A.  Infatti  supposto 


'^''^(^  -  ^>  =  2^  ' 

i>^^  J'zszm^s,  la  relazione  tra  x'  ed  x  si  avrà  come  qui 
»?^eesso. 
-^  vendosi 

co8(A-B)=  — , 

s^tà  1^'  =  «' ,  e  dopo  avere  espresso  A,  B,  d$ ,  is'  per  x  e 
^)  per  mezzo  dell'integrazione  si  avrebbe  x'=  (p(xy  m),  cioè 
dorrebbe  variare  la  legge  delle  tangenti  al  variare  di  m,  e 
{oindi 
TEOREMA  IV.""  Per  ogni  valore  di  m  vi  sarà  sempre  uno 
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o  più  sistemi  di  tangenti  alle  curve  A  A',  per  coi  gli  archi 
A''  siano  uguali  ai  rispettivi  di  A'. 

Similmente  per  ogni  valore  di  m  \i  sarà  sempre  uno  o 
sistemi  di  tangenti,  per  cai  gli  archi  di  A"  siano  propori 
nati  a  quelli  di  A. 
7.  Posto 

cos(A  —  B)  =  0  ,     m  =  1  , 

dalle  (1),  (2)  si  ottiene 

F'(x')  =  -  -1-  ,  d/'  =  l^iàs'  +  d.'^) 
(6)  i  /  '^' 

y      \  dx»  ^  da?»       dx'^     A»^l 

la  prima  delle  quali  darà  la  relazione  tra  af  ed  x,  pel  < 
mezzo  si  eliminerà  x'  dalla  seconda,  hi  questa  ipotesi  san 
be  A  —  B  =  90%  cioè  le  tangenti  alle  due    curve  AA' 
loro  perpendicolari. 
Suppongasi  dippiù 

d/^    Ax"^  _       ày_    A^ 
dx'^     A^~       Ax        Ax    ' 

per  le  precedenti  ne  risalterà 


(«) 


Questa  ultima  condizione  non  pud  verificarsi   senza  che 
l'equazione  di  A" 

t  \  iu      Ay       dy' 
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Le  curve  che  hanno  per  equazioni 


(rf)    y  =  -X-  A— !/'=  ^-—^ (X'    ^  C)^-- 


soddisfano  alle  condizioni  (6)  (a). 

Da  ciò  se  ne  inferisce  il  seguente 

TEOREMA  ¥.<"  Le  due  equazioni  {d)  danno  due  famiglie 
di  curve,  di  cui  due  corrispondenti  (A A')  hanno  la  proprietà 
che  se  ad  ambedue  si  conducano  tangenti  ad  angolo  retto  , 
la  curva  A"  ha  ciascuna  sua  ordinata  uguale  ali*  ascissa  ri- 
spettiva di  A\  più  Pordinafa  di  A  con  una  costante^ 

Le  curve  (d)  sono  ambedue  parabole  se  é  n  positivo ,  e 
1  2 

La  prima  parabola  o  la  seconda  iperbole  se  d  n  positiva, 
^1       2 

La  prima  iperbole,  la  seconda  parabola  sempre  che  n  è 
negativo. 

La  curva  A^'  ha  per  equazione 

Il  =  y  -f-  jet'  H-  Cost  =  —  j?"  4-  -— —  -f-  Cost. 

Meritano  attenzione  fra  le  altre 

L  3  L 

y  =  Zlx\     ^  — y' =  —31/^4  ).(x'—<^)^- 

8.  Siano  ab  ,  a!b'  due  elementi  minimi  delle  due  curve 
A,  A'y  Pj  p'  j  due  poli  qualunque;  pa^  pb,  p'a ,  p'b  congìun- 
gano  i  due  poli  cogli  estremi  dell'  elemento  ab  ;  a'P  >  0*P'  f 
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i'P  ,  b'P'  sicno  le  quattro  rispettive  paraKcIc,  ed  aV  ,  b'b*'f 
a'oo,  b'b^  le  parli  in  esse  che  stanno  ai  raggi  vettori  di  A, 
come  m  :  1  ,  saranno  a"A"  ,  a^  b^  duo  elementi    delle   curve 
A",  corrispondenti  ai  due  poli  p,  p'. 

I  quattro  triangoli  Pab'  ,  P'a'b'  ,  pab  ,  p'ab  sono  isosceli, 
perchè  le  loro  basi  sono  rette  infinitesime  ,  e  perchè  bannu 
paralleli  i  lati  uguali  sono  altresì  simili  il  primo  ed  il  terzo, 
ir  secondo  ed  il  quarto. 

Per  la  somiglianza  dei  primi  ne  risulta 

a'P  :ap:  :  6'P  :  bp , 
ma  por  costruzione 

aV  :ap::  b'b'* .  bp  , 
dunque 

a'a"  :  a'P  :  :  6'*' :  4'P, 

cioè  sarà  a'b'  parallela  ad  a'^A",  e  per  la  stessa  ragione  pa- 
rallela ancora  ad  Oo  b^  . 

Premesse  tali  considerazioni  si  ravvisa  di   leggieri 

a%'  :  a"4"  :  :  a  P  :  a'P  —  aV  ,  aX  '  «'*'  •  -  *'P'  —  *'*«  :  *'P', 
e  moltiplicando 

(e)  «.4.  :  a"i"::  a'P  iVV-b'bJ  :  i'F  [«'P-a'o"]  ::  ^  :  "^^"^ 

0 

Essendo  inoltre  simili  i  due  quadrilateri  a!b*VV\  abpp\  per- 
chè composti  di  egual  numero  di  triangoli  simili,  e  sirailmeo- 
to  posti,  si  ha 

a'P  :  ap  :  :  bV  :  bp'  , 
ma 

ap  :  a! a!'  :  :  bp*  :  b'b^  , 
dunque 

a'P  :  a'a"  :  ;  4*'  :  b\  , 
da  cui 

a'P a'a"  •  a'P  •  •  A'P» h'b    •  A'P'  — 
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Ciò  moslra  che  é  nella  (e)  ancora  a"i"  =  ajb^  y  cioò  gli  cle- 
menti di  A'  sono  uguali  e  paralleli,  e  quindi 

TEOREMA  VI.<»  Per  un  qualunque  sistema  di  tangenti 
menate  alle  curve  A'A  ,  e  per  un  qualunque  valore  di  m  , 
ciascuna  delle  due  curve  che  si  ottengono  cioò  A"X"^  sì  man- 
tiene sempre  uguale  e  parallela  a  se  stessa  comunque  varii 
la  posizione  del  polop. 

9.  Alle  stesse  conseguenze  si  può  facilmente  pervenire  aU 
tresl  colPanalisi;  imperciocché  eliminando  x'  per  mezzo  della 
prima  delle  (4),  e  y,  y'  per  mezzo  delle  (3)  dalla  seconda 
delie  (4),  questa  diviene 

fnf\x)  =  ±  F  [(t'  =t=  »>«)»  —  >»»  r]  -f-  (m^S  ^  m) 
dalla  quale  si  ricaverebbe 

X  =  ^f  \_{v  zp  ma)  ,     (m^S  rp  w),  m} 
e  quindi 

sf  =z  {vzfi  ma)  z±:  mV  \_{v  zp  ma)  ,  (m^3  qp  ti),  m]. 

Sostituendo  i  differenziali  i'x  e  dV  or  trovati  nella  seconda 
delle  {b)  differenziata  cioò  in 

d(m/3  zpu)—  mf\x)dx  z±z  tF'(x')dx']  =  0- 

à  aTrà  un'equazione  della  forma 

$  [(t?  =7:  ma)  y  (fii/3  =p  ti),  m]  d(v  =;=  ma) 

—  §  [(©z^ma)  ,  (m/3=pt4)  ,  m]  d(j8m  q=  ti)  =  0  , 

la  quale  integrata  darebbe  Tequazione  delle  curve  A'^A''^  del- 
la forma 

<f  [(v  qi  ma)  ,  (m/3  =p  m),  m  ]  =  0. 

Questa  ci  fa  conoscere  che  variando  a  e  /3  non  muta  la  na- 
tura della  curva  ma  si  trasporta  sempre  parallela  a  se  stes* 
sa,  non  cosi  se  yaria  m. 

10.  Si  dinotino  con  W,  toy  w\  le  tre  rispettive  aree  com- 
prese dagli  archi  delle  curve  A"A"^ ,  A,  A',  dall'asse  dell'a- 


l 
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scisse  e  rispellivo  ordinate,  dovrà  aversi  por  le 

dW  =  uóv  =  [y'  qp  m{y—P)  ]  (dar'cp  mix) 

=  y'dx'-hm^yix  q=  m  [(ydx;'  -+-  y'dx)  —  /2(dj:'zp  mdj?)  3  , 

Allorché  si  ha 

ydx'  -|-  y'do?  —  /3(dx'z4=  mdx)  =  ff , 
cioè 

(7)  -    ^'       ^ ^ ==0. 

ne  risulta  paranche 

(8)  W  =  fD'-hm^ii)-|-Cosl- 

Poiché  la  (7)  é  indipendente  da  a  ben  mostra  il  segaenie 

TEOREMA  VII.<»  Qualunque  siano  le  curve  AA'  per 
ciascun  valore  di  m  vi  saranno  sistemi  d'inclinazioni  di  tao- 
genti,  a  ciascun  dei  quali  corrisponde  una  retta  fissa  aia  di 
cui  facendo  comunque  scorrere  il  polo  p,  tutte  le  curve  si- 
mili ad  A",  o  ad  A^'o  hanno  costanti  le  rispettive  aree.  Dip- 
più  queste  sono  uguali  all'area  di  A'  più  quella  di  A  molti- 
plicata per  m'.  Le  rette  fisse  di  ciascun  sistema  sono  fra 
loro,  ed  all'asse  dell'ascisse  parallele. 

Sopponendo  /3  =  0  la  condizióne  (7)  sarà  del  tutto  indi- 
pendente da  m  ,  e  quindi 

TEOREMA  YIII.''  Riferite  le  curve  AA'  ad  un  qualunque 
sistema  di  assi  ortogonali^  vi  saranno  sistemi  di  Ungenti  ta- 
li, che  scorrendo  il  polo  p  sull'asse  dell'  ascisse ,  per  yalori 
diversi  di  m  si  avranno  diverse  famiglie  di  curve,  e  ciascu- 
na di  quelle  arra  le  proprietà  del  precedente  teorema. 

11.  La  (7)  integrata  da 

(9)  ù{x',  a?,j3,  qpm,  C)  =0. 

In  questa  equazione  la  costante  G  può  essere  qutlwi^e  p 
perchè  è  sempre  soddisfatta  la  (7),  eioé  ogni  sistema  dà  tan- 
genti può  variare  accidentalmente  in  infiniti  modi. 
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Varia  la  (9)  al  diverso  segno  di  m,  dunque  per  avverarsi 

i  teoremi  precedenti  in  due  curve  compagne  X'*X''^  dovranno 

aver  luogo  per  ognuna  diversi  sistemi  di  tangenti.    Variano 

pure  tali  sistemi  si  al  mutare  di  j8  che  al  mutare  di  m. 

Il  numero  dei  sistemi  essenzialmente  fra  loro  diversi  sa- 
rà il  numero  delle  soluzioni  reali  che  ammette  la  (9).  Può 
in  taluni  casi  non  dare  che  soluzioni  assurde,  in  altri  la  pos- 
sibilità dei  sistemi  è  circoscritta  da  limiti  si  per  i  diversi 
valori  deirascisse,  sì  per  i  diversi  valori  della  costante  C. 

Dalle  precedenti  osservazioni  emana  il  seguente 

TEOREMA  IX."*  Date  due  curve  qualunque  AA'  e  tirata 
una  retta  ad  arbitrio,  in  generale  esisteranno  sistemi  di  tan- 
genti tali,  che  facendo  scorrere  sulla  retta  arbitraria  il  polo 
p  le  diverse  curve  A"  o  A"o  avranno  le  proprietà  del  pre- 
cedente teorema. 

12.  Verificati  accuratamente  i  calcoli  si  troverà  che  sod- 
disforanno  alla  condizione^  indipendentemente  da  x  e  da  rr', 

/'(x)=FV), 
ed  alla  (7)  le  seguenti  equazioni 

y-/3-  .!i±i X-»-' =  0 , 

I  Al 

in  ^  l)(2n  ^  3)  ^,..3  j;:^  ^  ^ 
^  ^    ^  a. 

Da  questo  si  deduce  che 

TEOREMA  X.""  Le  due  precedenti  equazioni  danno  due 
famìglie  d'iperboli,  o  parabole^  di  cui  ciascuna  coppia  gode 
della  proprietà  che  menando  parallele  le  tangenti,  per  que- 
sta unica  disposizione  si  avvera  per  le  curve  A''  A"^  quanto 
si  é  enunciato  nei  teoremi  Vir  ed  VIIP.  Le  due  curve  di 
ciascuna  coppia  (cioè  A'A)  dovranno  essere  situate  in  modo 
da  avere  i  loro  assi  paralleli. 
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13.  Avverandosi  la  condizione  (l)y  la  (8)  può  prendere  la 
seguente  forma 

(ix  i 


=( 


dx' 


'^  y  ^-  y  *■ 


dx 


jix. 


Per  Io  (5)  e  (7)  si  ba  poi 

y— /3  »  — P 

Adunqae  sostituendo  nelle  precedenti  due   equazioni    si  ot- 
tiene 


(y 


fw*y 


IT-)  '»  -  « 


( 


my 


do; 


'e»-« 


ti 


u 


y  =P  wy  —  (y'  q=  my) 

equazioni  notabili  delle  curve  A"  che  soddisfano  alla  condi- 
zione (7). 
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SAGGIO  DI  UNA  APPLICAZIONE  DEL  CALCOLO 
ALLE  CORRENTI  INDOTTE  DAL  MAGNETISMO 

IN  MOVIMENTO. 

]»EL  MG.  D/  BICCABDO  FELICI 


Ciò  che  segue  dovrà  considerarsi  come  uu  tentativo  di 
spiegazione  analitica  di  alcuni  fatti  scoperti  dal  Prof.  Mat- 
teucci,  e  che  fanno  parte  di  un  suo  lavoro  sulf  induzione, 
che  presto  sarà  pubblicato. 

1.*  Siano  ds  e  d$'  elementi  di  due  circuiti  Bliformi  ;  vol- 
taico Tuno,  l'altro  allo  stato  naturale,  r  la  distanza  dei  loro 
due  punti  di  mezzo  ;  k  costante.  La  forza  d'E  elettromotri- 
ce indotta  da  i$'  in  d$  ,  al  chiudere  del  circuito  voltaico  , 
verri  in  generale  espressa  da 


d 


(4:) 


d'E  =  —  f  — -; — r-  ds.  d*' .         (*) 

Se  ds'  appartiene  ad  un  annello  piccolissimo,  relativamente 
alia  r,  e  di  un  area  A,  la  forza  elettromotrice  indotta  di^ir 
intiero  anello  si  trova  essere 

(1)  dE  =  -A.£:^d,, 

ove  p  è  la  distanza  che  separa  ds  dall'asse  normale  al  piano 
dell'anello,  e  che  vi  passa  per  il  centro;  X  I*  angolo  che    ds 
fa  colla  normale  a  p,  contenuta  nel  piano  deifancllo;  r  la  di- 
stanza fra  ds  ed  il  centro  di  A. 
2.**  Appartenga  A  ad  una  calamita  verticale  e    rettilinea , 

{*)  Vedi  Fagosto  dì  questi  Annali  (1851),  il  Tomo  IH  degli  Annali 
della  Università  Toscana,  e  gli  Annali  de  Physique  et  Chimie  (1852), 
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o  ad  UB  óliadro  eLetlro-dinainicOy  di  sezione  A,  normale  ad 
un  sottile  piano  metallico  destinato  a  ruotare  oriizontalaen- 
(e  in  presenza  della  calamita  ;  come  si  usa  nelle  esperienze 
di  Arago. 

Siano  le  j?,  y,  orizzontali,  ed  x^  y^  Zj  a,  i,  e  le  coordi- 
nate di  is  e  del  punto  di  mezzo  di  un  elemento  A  qualnn- 
jque  della  calamUa,  ossia  dclfassc  magnetico,  di  è  in  questo 
caso  considerato  come  un  elemento  filiforme,  rettilineo,  ap- 
partenente al  piano  indotto  ,  che  coincide  con  quello  delle 
X,  y;  avendosi  perciò  z  «>  0.  Se  a»  /3,  sono  gli  angoli  di  di 
con  gli  assi  x,  y,  e  I^  (1)  si  trasformerà  oella  segi|eo(iB 

1  1 

d-  d- 


(f  r  \ 

cos  a  — ; cos/S.  -I —  ì  : 
dy  '      ix  /  ^ 

avendosi 

r'  =  (x  —  a/  •+•  (y  —  *)'  -f-  e*. 

La  (2)  serve  a  determinare  la  curva  a  cui  d«  deve  ap» 
partenere ,  onde  sia  nulla  ,  secondo  ogni  elemento  d$  della 
curva  stessa,  la  forza  totale  indotta  dall'intiera  calamita,  nel 
caso  di  una  istantanea  calamitazionei  o  chiusura  del  circuito 
voltaico:  oppure  nel  caso  del  moto  del  piano  o  della  calamita. 

Chiamerò  tali  curve  linee  di  nulla  forza  elettromotrice}  e 
supporrò,  per  semplicità  di  calcolo,  grandissimo  il  piano  me- 
tallico, relativamente  alla  distanza  della  calamita  dall'asse  di 
rotazione,  che  sarà  quello  della  x. 

3.^  Il  caso  di  una  istantanea  calamitazione,  o  calamita  tcm- 
poraria,  e  di  una  sola  calamita  inducente  sarà  il  più  sempli* 
ce;  ed  infatti  la  (2)  determina ,  in  tal  caso  ,  linee  di  livella 
tutte  le  rette  che  passano  per  Tasse  magnetico. 

Il  caso  di  due  calamite  tcmporarie  corrisponderà  a  quello 
della  calamita  di  Poulliet,  a  ferro  di  cavallo;  posta  coi  suoi 
poli  in  faccia  al  piano  metallico,  e  chiudendo  il  circuito  della 
pila. 
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Sapporrò  gli  assi  magnetici  di  tali  duo  calaniitei  Del  pia« 
oo  che  passa  per  l'asse  delle  z^  e  ^d  ugaal  distanza  dall'as- 
se s(e8so.  Cosi  facendo 

r\  =  (X  +  ay  -+-  (y  -*-  b)'  ^  c\ 

ed  osser? andò  che  in  faccia  al  piano  vi  siano  i  poli  di  no- 
mi astrano,  ^yremoi  inyece  dcll^  i^ì)  U  segiiento 


di 


il 


il     dL 


«  «=  ^  4.d.  [».  «  (-^  -  ^H<»/S(^  -  -^  )]  • 

Dn  si  Integri  ^nest'ultima  da  e  =  0,  a  i;=:op,  nella  sup- 
pNiione  che  le  calamite  siano  yicinissime  al  piano,  ed  ab- 
Maaia  lunghe  per  non  infli|ire  sensibilmeqte  colle  loro 
Blremità  superiori  sai  piano  stesso.  Sarà  allora 


Ms 


? 


m 


Neado 

às.cosa  =  àXf         dsxos^  =  dy  , 

t  bcendo  f)  =  0 ,  condìzion  del  problema^  si  avrà 

dy  _  2y(ax -\- by)  ^  i(j:' h- y^  H- a»  H- i>) 


37       2x(ax  -f-  by)  —  a(x^  H-  y 
Khcda  i=Oy  e  jarà 


a 


n 


i^ì 


'.yx 


'Z  'i 

X    —  y    —  a 


^^  precedente  si  trova  per  integrale 

y""  —  cy  —  a^  -I-  ar*  =  0  , 
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e  essendo  uq  parametro  della  carva.  Il  valore  precedente  di 
y  ridacendosi  ad 

2  3  2 

y    =  a    —  ^  f 

nel  caso  di  e  =  0  ,  dimostra  che  il  circolo  che  ha  per  cen- 
tro  rorigine,  e  per  raggio  U  distanza  di  queste  ai  poli,  d 
una  linea  di  nulla  forza  elettro-motrice. 

4-®  Fatto  il  caso  di  una  calamita  cilindrica  rettilinea ,  la 
quale  rimanendo  sempre  verticale  ruoti  in  giro  intomo  ali* 
esse  dello  z.  Oppure,  ciò  che  torna  lo  stesso,  di  un  disco 
orizzontale  che  ruoti  intorno  a  detta  calamita  supposta  im- 
mobile. 

Se  Tasse  della  calamita  coinciderà  coli*  asse  delle  x ,  non 
si  avranno  correnti  indotte,  ma  il  contrario  succederà,  se  le 
a,  b  non  sono  nulle. 

Noi  ora  dovremo  assumere  la  forza  elettro-motrice  indotta 
neirclemento  As  secondo  la  direzione  del  detto  elemento  , 
piT  una  variazione  delle  a,  h  piccolissima  proporzionalo  alla 
variazione  corrispondente  sul  valore  di  E  dato  dalla  (4)  ;  il 
qnal  valore,  nel  caso  di  una  sola  calamita,  si  riduce  al  se- 
guente 

(y  —  b                         ^            X  —  a  \, 

^os.a  7 7^ ; tt;  —  cos  /3 ^ ; —,  lAdi 

a  Q  b  variando  in  forza  di  una  ruotazione  della  calamita,  si 
dovrà  fare 

a=Zcos9,        &  =  /sen9,        Z^=a*-^A^ 

l  rimanendo  costante.  Uguagliando  a  zero  la  variazione  di  E 
relativamente  alla  9,  e  fattori  7  =  0^  si  avrà 

d^=    2y(a:  -  (/)    '     V  =  -  (^-^) -H:  (x  -  1). 

Mi  limito  alla  discussione  di  questi  esempj  ;  essi  bastano 
per  far  comprendere  come  si  possa  applicare   il    calcolo,  e 
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alvolta  semplicemente  applicare,  ad  uq  caso  cosi  complicato 
siccome  a  prima  vista  potrebbe  apparire.  Passiamo  ora  a  ve- 
dere come  si  può  sottoporre  il  nostro  calcolo  all'esperienza. 
S.""  Qualunque  sia  la  cagione  di  una  elettrica  corrente , 
deve  certamente  essere  un  disequilibrio  in  un  modo  (  qua- 
lunque egli  sia)  di  essere  deirelettrìco,  che  nei  diversi  luo- 
ghi della  massa  conduttrice  ne  determina  la  direzione  e  la 
intensità.  Ora  è  noto  che  nel  caso  dell'  elettricità  voltaica  » 
chiamando  u  quel  modo,  o  stato  variabile  dell*  elettrico ,  se 
la  u  soddisfa  alle  due  equazioni  seguenti 

d^ti  d^u         d^u 

da  du  du  ^ 

(6)      —  .  cos(N,  jc)  -f-  3- .  cos  (N,  y)  -f-  j-  .  cos(N,  z)  =0, 
dx  dy  dz 

ove  M  é  la  normale  alla  superficie  del  conduttore,  la  prima 
equazione  dovendo  aver  luogo  in  generale, eia  seconda. so- 
lamente alla  superficie  stessa,  i  risultati  del  calcolo  sono  as- 
solatamente d  accordo  colla  esperienza;  assumendo  per  deter- 
minare la  forza  della  corrente  che  attraversa  un  luogo  qua- 
lunque, nella  direzione  D  data  dai  coseni,  cos(D,x) ,  cos(D,y), 
cos(D,  z)y  la  espressione  analitica 

m.  w^  /irv  »      ^^  /.v  V    dll  ,wv  X    du 

(7)     F=cos(D,  x).  -r-  -i-  cos(D,  y).—  -i-cos(D,  zj.-r-  . 

dx  dy  dx 

Nelle  formule  precedenti  é  supposta  costante,  ed  uguale  al- 
l'unità, la  facoltà  conduttrice  del  corpo. 

Con  le  (5),  (6),  (7)  si  dimostra  facilmente  che  in  qualun- 
que punto  del  corpo  esiste  una  direzione  nella  quale  la  cor- 
rente é  massima,  e  che  questa  direzione  coincide  con  quella 
della  normale  alia  superficie  di  ugual  itaio  eleiirico  che  pas- 
sa per  quel  punto  stesso.  Le  superficie,  o  linee,  nel  caso  di 
due  sole  dimensioni,  di  ugual  stato  elettrico,  o  di  livello^  si 
possano  agevolmente  verificare  cogli  scandagli  di  un  galva- 

jinnali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  T.  JF.  maggio  18tf3.  12 
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nometro  delicato ,  perché  per  due  puDli  «ppar(eneDli  alla 
stessa  linea,  de?c  esser  aalla  la  corrente  che  ToigarmeDte 
chiamasi  derivata.  Si  prende  la  corrente  derivala  proponio- 
nale  alla  differenza  degli  stati  elettrici  dei  due  luoghi  tocr 
catj»  dalle  estremità  del  galvanometro;  infatti  ,  altra  condi- 
zione non  si  può  ragionevolmente  supporre  per  una  corren- 
te qualunque»  che  un  disuguale  stato  elettrico  in  due  diversi 
punti  del  circuito. 

Forse  le  precedenti  equazioni  essendo  (analiticamente  os- 
servate) un  caso  particolare  di  quelle  della  Teoria  di  Foo- 
rier  sul  Calore,  molti  fisici  non  avranno  voluto  intender  pa- 
rola di  un  modo  di  calcolare,  che  poteva  essere  presentato 
come  una  applicazione  di  quella  teoria  alla  elettricità.  Crcr 
dendo  essi  che  tale  cooibinazione  di  formule  potesse  dar  ap- 
poggio ad  una  ipotesi  di  una  analogia  pressoché  completa , 
od  almeno  grande,  fra  il  modo  di  essere  dei  due  cosi  detti 
fluidi.  Ma  la  corrispondenza  completa  di  quelle  fonaulo  con 
la  esperienza  é  un  fatto,  ormai  abbastanza  provato  ;  non  ci 
importi  dunque  di  più  }  teniamoci  alf  esperienza ,  essa  avrà 
sempre  ragione,  e  noi  pure  con  lei. 

6.*  Ritornando  al  caso  nostro  assumo  il  seguente  prìncipiQ 
il  quale  avrà  bisogno  di  essere  nelle  sue  conseguenze,  di- 
scusso dalla  esperienza.  Ognuna  delle  linee ,  secondo  la  gùaU 
è  ntUla  la  indotta  forza  elettromotrice^  sarà  pure  una  linea  di 
ugual  stato  elettrico^  nel  caso  in  cui  la  forma  del  corpo  non  in- 
terviene a  modificare  la  direzione  delle  correnti  indotte.  Questo 
caso  si  può  verificare  in  due  modi;  l.«  quando  la  distaoia 
della  calamità  del  centro  di  ruotazione  é  piccolissima,  rela- 
tivamente alla  distanza  della  calamita  slessa  dai  bordi  del 
conduttore;  2.^  Quando  in  tutti  i  tempi  delPinduzioiie  la  fer- 
ma limite  del  conduttore  indotto  coincide  con  quella  di  oaa 
linea  dei  massimi^  flussi^  cioè  di  una  delle  ortogonali  alle  tir 
needi  livello^  nel  caso  di  una  estensione  infinita. 
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Col  precederne  principio  si  potrii  non  solo  trattare  il  caso 

qui  specialmente  discusso;  ma  anche  ,  sebbene  con  maggior 

diflicollà  di  analisi,  tener  conto  deli*  influenza    flolla    forma 

del  coDdullore. 

7.*»  Se 

e  indicando  una  costante  arbitraria  è  la  equazione  generale 
delle  linee  di  livello,  si  potrà  risolvendola  rapporto    alla  Cy 

ottenere 

c='p(ry  y); 

e  considerando  nella  9,  t,  y,  come  indipendenti  si  porrà 

Cosi  la  (5)  si  trasformerà  in  una  equazione  assai  semplice , 
che  farà  conoscere  la  forma  della  y(r). 

Così  nel  caso  del  quarto  paragrafo  si  ottiene. 

A 
u=^ r-B; 

e 

chiamando  r  la  distanza  di  un  punto  qualunque  del  condaU 
lore  dalla  calamita,  ed  a  langolo  che  la  r  fa  col  prolunga- 
mento della  distanza  del  centro  della  calamita  da  quello  di 
ruotazione  si  avrà 

,0,  Acos  ce 

(8)  u  = . 

r 

B  deve  essere  nulla  ,   perché  ad  r  =  ao  deve  corrispondere 

Tale  è  la  legge,  la  (8) ,  secondo  la  quale  varia  lo  stato 
elcUrico  del  disco  ruotante,  purché  sia  abbastanza  grande  la 
distanza  della  calamita  dai  suoi  bordi. 

Ne!  caso  del  3.**  paragrafo  si  troverà ,  essendo 

cy  =  y''  -+-  jT^  _  a", 
Toriginc  fra  le  due  calamite 
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A  e 

^^^^  "  ~  2^  ^^^  ^^^^  2ii  ^ 

ove  in  forza  della  condizione  che  per  r  =  (x^-f-y^)2   s^ 
sia  u  =(S  si  avrà 

2'a 

Se  nella  equazione  dello  stesso  paragrafo  3*"     delle  lince 

dx  .  d'I 

di  nulla  forza  clellro-motrice,  si  cangia  -r-  m  —  ~,  e  ciò 

dy  dx 

fatto  si  integra  la  equazione    difTercnziale   che    ne    risulla , 

cioè  la 

dx  2yx 

dy  ~        x^  —  y""  —  <^^ 
si  otterrà  la  equazione 

che  è  quella  di  un  sistema  di  circoli  che  hanno  i  loro  cen- 
tri sull'asse  delle  x)  che  passa  per  i  poli  dello  due  calami- 
te. Determinando  conveniente  la  e,  in  funzione  della  a,  metà 
della  distanza  delle  calamite  fra  di  loro,  si  troverà  la  posi- 
zione di  uno  di  quei  circoli  dato  che  ne  sia  il  raggio.  Se 
ora  a  quel  circolo  cosi  determinato,  di  grandezza  e  posizione 
relativamente  alle  due  calamite,  si  sostituisce  un  disco  me-» 
tallico,  la  distribuzione  delle  correnti  e  delle  linee  di  livello 
y\  sarà  la  stessa,  come  se  egli  facesse  parte  del  piano  in- 
finito conduttore,  da  noi  calcolato.  Perciò,  con  questo  artifi- 
zio si  potrà  sottoporre  la  presente  teoria  alla  esperienza , 
senza  essere  costretti  a  calcolar  direttamente  la  influenza 
della  forma  del  disco ,  per  cangiare  la  forma  che  le  cor- 
renti indotto  prenderebbero  naturalmente,  in  un  piano  assai 
vasto,  sotto  la  influenza  delle  sole  calamito. 
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II  caso  generale  dì  un  disco  ruotante  sotto  fazione  ma- 
gnetica ,  e  di  grandezza  e  posizione  determinala  dipenderà 
dalla  integrazione  di  equazioni  a  diflcrenziali  parziali ,  che 
qui,  per  ora ,  non  credo  di  dover  riportare  ;  e  le  lince  di 
ugual  stato  elettrico  non  corrisponderanno  più  ,  in  quel  caso 
generale,  alle  linee  di  ugual  forza  elettromotrice, 

8.®  Le  linee  percorse  dalie  correnti  indotte  saranno  il  si- 
stema delle  linee  ortogonali  alle  linee  di  ugual  slato  elet- 
trico. Dairesamc  puramente  analitico  delle  linee  delle  cor- 
renti indotte  si  potrà  desumere  la  spiegazione  del  moto  co- 
municato all'ago  dal  disco  ruotante  di  Arago.  La  ragione  si 
é  che  quelle  curve  formano  dei  sistemi  affatto  uguali  fra  di 
loro  e  disposti  simmetricamente  ,  ma  colle  correnti  in  dire- 
zione contraria ,  da  un  lato  e  dall'altro  della  linea  dell'ago. 
Si  noti  che  la  velocità  del  disco  influisce  per  alterare  tale 
simmetrìa,  quando  la  velocità  del  disco  e  dello  stesso  ordino 
di  grandezza  di  quella  colla  quale  si  generano  e  si  estinguono 
le  correnti  di  induzione.  In  tal  caso  la  linea  di  simmetria  di 
tali  correnti  non  coincide  più  con  quella    dell'ago. 

Da  ciò  si  vede  che,  per  considerare  il  problema  in  tutta 
la  sua  estensione^  conviene  tener  conto  della  varia  velocità 
del  disco.  Ma  siccome  questa  non  influisce  sensibilmente  per 
la  verifica  esperimentale  dei  casi  qui  discussi,  e  non  può  in  - 
fluire,  se  non  quando  la  velocità  diventa  assai  grande  ,  pos- 
siamo per  ora  trascurarne  la  considerazione.  U'  altronde  ci 
allontaneremmo  troppo  dal  metodo  che  ci  siamo  prefissi,  se 
complicassimo  le  formule  con  introdurvi  delle  condizioni 
nuove,  senza  esser  certi  che  le  già  ammesse  sono  d'accordo 
colla  esperienza;  non  farcssimo  allora  che  un'inutile  sfoggio 
di  formule  generali. 

9."  Nell'induzione  di  una  sola  calamita  rettilìnea  normale, 
sul  centro,  di  un  disco,  e   toccante  quasi  il  disco  stesso,  vi 
sono  due  casi  particolari  degni  di  considerazione. 
.   Quando  le  correnti  sono  indotte  dalla  calamitazione  istan- 
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tanca,  il  nolo  calcolo  ci  dice,  delcrminaziouc  falla  delle  co- 
slanli  arbilraritì  delle  formule,  che  la  ti  sarà  nulla  in  ogni 
luogo  del  disco.  E  ciò  era  prevedibile;  giacché  le  lince  ret- 
te che  partono  dal  cerìlro  devono  essere  linee  di' ugual  sUto 
elettrico,  e  tutto  deve  esser  aguale  pei  punti  equidistanti 
dalla  calamita.  Dunque  premunendosi  dalle  correnti  indotte 
sui  fili  del  gnivanometro  derivatore,  non  si  devono  otlenere, 
in  questo  caso,  correnti  derivate  dal  disco.  In  questo  caso 
le  correnti  indotte,  le  correnti  che  hanno  per  causa  Tazione 
magnetica^  e  non  una  disuguaglianza  primitiva  di  stato  elct- 
trico>  non  polranno  cagionare  uno  sviluppo  di  quello  stato 
elettrico,  il  quale  nelle  altro  circostanze,  nella  pila,  é,  non  il 
loro  effetto,  ma  la  loro  causa  immediata. 

Altro  caso  è  il  seguente.  È  quello  in  cui  detto  disco  si 
muove  ruotando  sotto  la  calamita.  Neppure  ora  si  possono 
avere  correnti  derivate,  perchè  qui  mancino  anche  le  indot- 
te; ma  si  osservi  che  la  formula  del  paragrafo  7.^ 

Acosa 
r 

nella  quale  la  A,  come  si  potrebbe  dimostrare,  deve  essere 
proporzionale  alla  /  distanza  delia  calamita  al  centro  del  di- 
sco, darà  per  u  dei  valori  nulli  ,  quando  l  é  estremanieute 
piccola,  eccetto  per  dei  punti  estremamente  prossimi  al  cen- 
tro, ove  anzi  u  prenderà  valori  grandissimi.  Ciò  ne  dice,  che 
quando  uno  dei  scandagli  derivatori  del  galvanometro  è  nel 
centro,  o  quasi  al  centro,  e  l'altro  in  un  altro  punto  qualun- 
que del  disco,  si  otterranno,  ruotando  il  disco ,  correnti  forti 
per  il  più  lieve  valore  di  L  Se  per  un  piccolissimo  difetto 
di  ccntrazionc  negli  apparecchi  il  centro  del  disco  ruotasse, 
p.  e.  attorno  all'  asse  della  calamita,  la  formula  precedente 
dice  che  il  disco  resterà,  per  quel  che  potrà  risultare  nelle 
esperienze^  come  divìso  in  due  parti  dal  circolo  in  cui  ruo- 
terà detto  centro;  e  detto  circolo  sarà  una  linea  di  livello. 
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Ciò  spiega  come  anche  quando  Tcsperienza  è  fatta  con  cura, 
e  gli  scandagli  sono,  Tono  sul  centro  o  Taltro  più  prossìiuo 
al  bordo  del  disco  ,  si  presentano  delle  correnti  assai  forti 
al  galyanometro,  ruotando  il  disco.  Tale  fatto  mi  pare  rien- 
trare in  quello  già  noto  delle  correnti,  che  si  ottengono  ruo- 
tando una  calamita^  intorno  al  suo  asse  di  figura^  e  ponendo 
delti  scandagli  Tuno  in  mezzo  laltro  ad  un'estremità  della 
itessa  calamita.  Se  non  cbe  in  questo  caso  la  esperienza  è 
jBoIto  più  semplice  di  quella  indicata  la  prima  volta  dal 
Faraday. 

Tale  ultima  esperienza  mi  pare  rientrare  nella  teorica  ge- 
nerale della  induzione.  La  prossimità  degli  scandagli  alla  ca- 
lamita, costi  tu  iscooOy  a  parer  mio,  una  circostanza  al  feno* 
AeDO.  In  seguito  potrò  meglio  discutere  tal  fatto. 

m.    ■  I'      '■.'■  '    a=a=aag=Baaa— san  ^ 

BICERCHE  SULLA  STRUTTURA  DELLA  PENOMBRA 

DELLE  MACCHIE  SOLARL 

0EL  P.  A.  0ECCBI 

D.  C.  D-  G. 
Direttore  dell'  OsserTatorio  del  Collegio  Roouino 

Le  ricerche  sul  calor  solare,  mi  hanno  condotto  natarai- 
«ente  a  fare  qualche  attenzione  alle  macchio  che  si  presen- 
Uf  ano  durante  le  mie  esperienze^  non  solo  per  esplorarne  la 
temperatura,  cui  ho  trovato  decisamente  inferiore  al  resto  » 
anehe  per  esaminarne  otticamente  la  loro  struttura.  Se  non 
éopo  tanti  celebri  astronomi  che  so  ne  sono  occupati , 
poderosissimi  strumenti,  e  con  successo  molto  mediocre 
il  proporzione  della  fatica  e  dello  studio  fatto ,  vi  era  po« 
tu  da  sperare  che  io  con  mezzi  molto  inferiori  potessi  arerà 
Miglior  fortuna.  Ma  nel  decorso  di  queste  osservazioni  fatte 
pia  per  curiosità  che  per  altro  ,  venne  annunziata  la  bella 
icoperta  fatta  dal  Sig,  Dawes  distinto  astronomo  inglese,  in- 
forno ad  un  nuovo  metodo  da  lui  trovato  per   osservare  il 
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sotn,  usando  il  quale  egli  avea  gi«ì  veduto  diverse  cose  oao- 

YC9  ed  importanti.  Entrai  quindi  in  isperanza  di  potere  an- 
cor io  ottenere  buoni  risultati  dal  nostro  strumento,  il  quale 
benché  di  forza  inferiore  al  suo,  ha  però  il  vantaggio  di  es- 
sere in  un  clima  più  puro;  e  credo  di  non  essere  stalo  de- 
luso nelle  mie  speranze.  Ecco  in  che  consiste  la  inodificar 
zione  introdotta  dal  Sig.  Dawes  nelle  osservazioni  aolari. 

È  noto  che  per  osservare  il  sole  coi  telescopi,  si  usa  porre 
avanti  alla  lente  oculare  un  vetro  colorito  assai  fosco  per 
estinguere  la  luce  troppo  viva  dell'astro  (*):  ora  usando  tali 
Tetri,  détti  offuscanti  o  elioscopii,  coi  grandi  cannocchiali, 
appena  è  mai  che  essi  non  scoppino  pel  gran  calore  cbe  conce- 
piscono, onde  per  evitare  eie  è  mestieri  restringere  l'  aper- 
tura, e  così  privarsi  di  uno  dc^antaggi  principali  dello  atra- 
mento.  Il  Sig.  Dawes  ha  pensato  di  porre  il  diaframma  non 
avanti  all'obiettivo,  ma  avanti  all'oculare  ,  e  precisamente  nel 
foco  comune  delle  lenti,  ove  dagli  astronomi  si  sogliono  met- 
tere i  fili  de'micrometri.  Questo  diaframma  consiste  in  una 
piastrina  forata  con  un  piccolissimo  foro  da  0,  05  a  0, 001 
di  pollice;  la  piastra  egli  Tba  foderata  d*  avorio  dalla  parte 
rivolta  al  sole,  onde  pel  suo  candore  riflettendo  i  raggi  me- 
no si  riscaldi. 

Applicando  così  il  diaframma  alfoculare,  oltre  il  vantag- 
gio di  poter  godere  delfimmagine  formata  da  lutto  lobiel- 
tivo,  ve  ne  é  un*  altro  ,  cioè  di  restringere  assai  il  campo 
di  vista  del  cannocchiale,  é  togliere  con  ciò  dalFoccbio  del- 
l'osservatore una  gran  massa  di  luce  che  lo  impedisce  dal 
ben  distinguere  gli  oggetti  difficili.  Questo  metodo  ò  us/ito 
anche  in  altre  osservazioni;  p.  e.  il  P.  Devico  a  (ine  di  ve- 
dere i  debolissimi  satelliti  di  Saturno,  usava  coprire  il  pia- 


(*)  I  molti  lavori  del  P.  Schei ner  snile  macchie  solari  si  Jevouo 
ad  no  p«zso  di  vetro  tarchioo  che  egli  possedeva,  e  che  collocava  da- 
vanti airobietlivo.  Senza  ciò  le  osservazioni  non  si  potevano  fare  che 
prt*sso  la  sera,  o  a  sole  mezzo  coperto  da  nubi^  e  anche  col  pericolo 
dflla  perdita  della  vista,  come  in  latti  successe  al  Galileo. 
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nota  con  una  laniinclta  metallica.  Il  piccolo    apparatino  del 
Sig.  Dawes  ha  dunque  un  pregio  speciale,  e  doveva  sperar- 
sene gran  successo  nelle  osservazioni  di  questa  specie  (*). 

La  maniera  che  io  ho  trovato  più  semplice  per  la  costru- 
lione  di  questo  diaframma,  è  stata  quella  di  fare  una  serie 
di  piccoli  fori  di  vario  diametro  in  un  cartoncino  bianco^ 
quale  serve  pei  biglietti  da  visita,  che  essendo  molto  liscio 
e  coperto  di  biacca  può  stare  esposto  per  molte  ore  ai  rag- 
gi solari  concentrati  nel  foco  dell'obiettivo  di  Cauchoix  di 
6  pollici  di  apertura,  senza  bruciare,  e  né  anche  riscaldarsi 
gran  fatto.  A  questo  espediente  del  Sig.  Davv^es  ho  congiun- 
to Tuso  di  un  offuscante  speciale  composto  di  due  prismi  di 
cristallo  uno  azzurro  e  1*  al(ro  bianco  congiunti  insieme,  o 
formanti  un  sol  pezzo  a  facce  parallele,  che  spingendosi  più 
o  meno  avanti  nella  sua  incassatura,  Tocchio  ammette  quella 
intensità  di  luce,  che  meglio  conviene  alla  distinzione  degli 
oggetti  difficili.  Questo  prisma  e  molto  comodo  ma  non  in- 
dispensabile. Per  compiere  questo  cenno  sul  modo  di  osser- 
yare,  dirò  che  per  la  piccolezza  del  campo  a  cui  così  riducesi 
Toculare,  si  richiede  più  fatica  ueirossorvarc  cogli  strumenti 
ordinari,  ma  che  comodissime  riescono  tali  ricerche  coi  mon- 
tanti equatoriali.  Prima  di  venire  ora  ai  risultali  ottenuti 
dalle  mie  osservazioni  ,  ricorderò  alcuni  fatti  notissimi  agli 
astronomi  intorno  alla  struttura  delle  macchie  solari. 

Quando  si  guarda  una  macchia  solare  di  qualche  estcn- 
zione  essa  trovasi  ordinariamente  composta  di  due  parti,  Tuna 
più  oscura,  e  sensibilmente  nera,  che  dicesi  nucleo,  e  Tal  tra 
di  una  intensità  di  luce  intermedia  tra  il  nero  del  nucleo 
e  il  fondo  risplendente  del  sole,  che  dicesi  penombra. 

Il  nucleo  è  sempre  separalo  dalla  penombra  da  una  linea 
decisa  di  confine,  e  la  penombra  pure  è  separata  dal  fondo 
luminoso  (o  come  dicono  fotosfera)  da  un  limito  deciso  e  as- 
soluto, senza  percettibile  sfumatura.  Rare  volte  apparisce  la 

(•)  V.  Monlhly  noticcs  of  ihe  l\.  A.  S,  aprii.   7.    1852.    Voi.  XII 
pag.  167. 
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macchia  senza  la  penombra.  In  generale  poi  ti  contorno  della 
penombra  segue  quello  del  nucleo.  Questa  circostaaza  del 
limile  tagliente  cbe  separa  le  varie  parti  della  macchia  ,  é 
stato  sempre  uno  dei  punti  più  diflScili  a  spiegarsi,  e  coatro 
cui  siccome  a  scoglio  sono  venute  a  infrangersi  quasi  tutte 
le  teorie  proposte. 

Fino  dal  settembre  dello  scorso  anno  io  mi  rivolsi  a  ri- 
cercare se  col  nuovo  metodo  di  osservare  il  sole  io  avessi 
potuto  riconoscere  meglio  la  struttura  delle  macchie,  e  favo* 
rito  in  ciò  da  una  gran  copia  cbe  si  presentarono  in  quel 
tempo,  riconobbi  cbe  la  disposizione  della  materia  solare  at« 
torno  alle  macchie,  allora  esistenti,  era  ben  lontana  dall'essere 
uniforme.  La  moltitudine  delle  facole  fuori  del  limite  delia 
penombra,  ma  ad  esso  vicinissime,  era  grandissima,  e  molto 
più  copiosa  che  nelle  altre  parti  del  disco;  sicché  poteva 
concludersi  che  la  perturbazione  nelf  atmosfera  solare  che 
produceva  le  macchie  propagavasi  a  grande  distanza  da  eMBt* 
Queste  facole  non  erano  visibili  altro  che  col  piccolo  dia* 
framma.  Le  macchie  però  allora  osservate  erano  di  quelle  in 
cui  predominava  una  gran  quantità  di  nuclei,  carattere  quasi 
comune  di  quelle  cbe  stanno  per  isvanire. 

Io  stava  intanto  in  aspettazione  di  altre  macchie  per  vod«« 
re  qualche  altra  novità,  specialmente  in  quelle  che  orano  for- 
mate di  fresco^  e  che  d'ordinarlo  sono  più  o  meno  circolari. 

Sul  finire  dclKanno  scorso^  e  al  cominciar  delfattuale,  fu- 
rono altresì  copiose  lo  macchie,  e  di  varie  specie,  e  alcane 
di  queste  furono  potute  seguire  per  quasi  tutto  il  tempo  che 
restarono  suiremistero  a  noi  rivolto.  Senza  star  qui  a  pro- 
durre i  registri  che  conscrvansi  all'osservatorio,  nò  a  dcacri*- 
vere  per  minuto  le  singole  osservazioni,  il  che  non  potrebbe 
farsi  senza  molti  disegni  ,  ridurrò  a  pochi  articoli  i  pnuli 
principali  degni  di  considerazione. 

1.^  La  penombra  delle  macchie  che  veduta  con  deboli  in- 
grandimenti e  al  modo  ordinario  appare  di  tinta  uniforme , 
veduta  col  piccolo  diaframma ,  e  con  ingrandimenti  di  300 
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a  4U0  volle,  apparisce  scDiprc  di  una  struttura  più  o  meno 
radiata.  1  raggi  che  la  compongono  sono  curvilinei  ed  irre- 
golarissimi,  ma  tulli  convergenti  al  centro  del  nucleo.  Essi 
lasciano  tra  di  loro  intervalli  neri  più  o  meno  larghi,  e  giu- 
stamente possono  paragonarsi  ad  una  moltitudine  di  minutis- 
sime correnti,  che  separate  una  dall'altra  sembrano  confluire 
in  un  fondo  comune  (^). 

2.''  Ciascun  raggio,  o  corrente  isolata  considerata  da  sé,  ha 
una  intensità  luminosa  eguale  a  quella  della  fotosfera  da  cui 
si  slacca.  Il  contorno  del  nucleo  non  è  mai  una  linea  continua: 
ma  oltre  il  contorno  generale  poligonale,  quale  scorgesi  coi 
deboli  ingrandimenti,  veggonsi  i  singoli  lati  del  suo  contor- 
no tutti  addentellati  minutissimamente  3  questi  quasi  dentelli 
sono  formati  dalle  testate  delle  correnti,  e  seguendo  il  loro 
corso  su  per  la  penombra  (ino  al  limile  superiore  ,  trovasi 
che  a  ciascun  minutissimo  dentello  del  nucleo  d'ordinario  ne 
corrisponde  un  altro  ,  benché  men  deciso  nel  confine,  tra 
la  penombra  e  la  fotosfera.  Alcuni  di  questi  raggi  più  lar- 
ghi degli  altri  si  stendono  talora  attraverso  il  nucleo,  e  sem- 
brano dividerlo  in  due  o  più  parti.  Questo  ò  il  caso  in  cui 
]  nuclei  appariscono  senza  penombra  di  sorte  alcuna  nei  me- 
diocri strumenti. 

S."*  Ove  più  correnti  o  raggi  si  incrociano  nella  penombra 
stessa,  ivi  cresce  la  luce,  e  diviene  eguale  in  intensità  al  re- 
si o  del  sole. 

4."  Nello  penombre  molto  esteso  quali  sono  quelle  che 
seguono  come  code  i  nuclei  delle  macchie  che  stanno  per 
svauirC/  i  raggi  sono  moltissimo  irregolari,  e  si  intrecciano 
in  mille  guise  indescrivibili.  Non  saprei  come  meglio  darne 
una  idea  che  paragonandole  alle  onde  marine  come  si  di- 
pingono dai  pittori,  che  usano  disegnarle  con    una    serie  di 

(*)  Benché  queste  correnti  le  diciamo  minulÌMime  bisogna  però 
ricordarci  che  nel  sole  l'arco  di  un  minuto  occupa  una  estensione  li- 
neare di  27500  miglia  romane,  il  che  d^  quasi  46  miglia  per  secondo: 
ora  un  tenuissimo  filo  di  ragno  sottende  da  2  a  3"  di  arcoj  e  le  cor- 
renti talora  $ono  più  larghe  di  questa  ultima  estensione. 
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lince  sorpeggianti  che  corrono  parallele  per  qualche  spazio^ 
e  poi  tutte  ad  un  tratto  confondendosi    insieme    vengono  a 
formare  Tarricciatura  de!  flut(o. 

Questa  struttura  radiata  della  penombra  non  è  del  lutto 
nuova  9  ne  parla  il  celebre  Signor  lohn  Herscbel  nelle  sue 
osservazioni  del  Capo  {*)  ,  soggiungendo  che  tale  apparenza 
è  frequente  nelle  figuro  di  Pastoroff ,  che  molto  si  é  occo-^ 
pato  di  tali  ricerche.  Pare  però  che  gli  astronomi  e  i  fisici 
vi  abbiano  fatto  poca  attenzione  ^  e  la  considerassero  come 
un  caso  eccezionale^  uè  siano  mai  entrati  nei  dettagli  indi* 
cati  qui  sopra.  Né  fa  meraviglia;  perchè  essi  sono  difficili  a 
vedersi  col  modo  di  osservare  finora  usato^  tranne  nel  caso 
deVaggi  più  marcati  e  grossi.  Esigono  anche  uno  slato  di 
atmosfera  terrestre  assai  tranquilla,  e  certa  pratica  di  osser- 
vare^ che  consiste  specialmente  in  guardare  V  oggetto  senza 
tensione  delPocchio.  Questa  struttura  della  penombra  è  però 
di  sommo  rilievo  per  arrivare  un  giorno  a  conoscere  qual- 
che cosa  sulla  natura  della  fotosfera  solare.  Il  fatto  che  i 
raggi  formanti  la  penombra  veggonsi  spiccare  dalla  parte  lu- 
minosa del  sole  ,  e  scorrere  verso  il  nucleo  conservando  la 
stessa  intensità  luminosa  della  massa  da  cui  si  staccano,  pro- 
va che  la  penombra  non  è  formata  di  sostanza  differente  dal 
resto  della  fotosfera;  ma  che  il  minore  splendore  che  essa 
ha,  deriva  principalmente  dal  trovarsi  in  essa  misti  spazi 
chiari  od  oscuri,  e  dalTesser  ivi  la  materia  incandescente  di- 
visa in  varie  correnti.  So  con  minori  telescopi!,  o  anche  coi 
grandi,  ma  guardando  colfusato  metodo  in  cui  Tocchio  resta 
abbacinato  dalla  luce  del  resto  del  campo,  noi  vediamo  la  pe- 
nombra di  una  tinta  uniforme;  é  questo  un  fenomeno  simile 
a  quello  che  accade  guardando  a  distanza  una  incisione  a 
bulino,  nella  quale  i  tratti  neri  e  bianchi  misti  insieme  for- 
mano una  tinta  o  sfumatura  intermedia,  tra  il  bianco  della 
carta  e  il  nero  delPinchiostro. 


(*)  Resulta  of  the  observations  of  the  Cape  of  Good  Ilope  p.  432 
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£  no(o  che  le  grandi  macchie  al  principio  della  loro  ap-* 
parizione  sono  d'ordinario  pressoché  circolari.  Spesso  allora 
icggonsi  come  punti  neri  o  pori  in  cui  la  penombra  6  ap^ 
pena  distinguibile.  Questo  poro  si  allarga  di  mano  in  mano, 
e  apparisce  decisamente  la  penombra,  e  in  questa  fase  6  più 
perfetto  che  in  ogni  altra  epoca  il  parallelismo  Ira  il  con- 
tomo del  nucleo  e  quello  della  penombra.  Gol  piccolo  dia- 
framma possono  vedersi  le  varie  correnti  staccatesi  dalle  parti 
che  sono  le  più  prominenti  nel  contorno  della  penombra  , 
pvanzarsi  bene  avanti  nel  nucleo,  e  talora  due  di  queste  da 
parti  opposte  congiungersi  insieme,  e  separarlo  in  due.  Ma 
quando  la  macchia  ha  durato  così  per  qualche  tempo,  essa  si 
guasta  e  cessa  in  gran  parte  il  parallelismo  tra  i  due  contorni; 
la  penombra  è  in  generale  più  ristretta  verso  qualche  parte, 
che  dicesi  precedente  nel  moto  diurno,  e  più  allungata  sulla 
seguente.  Nella  regione  seguente  soprattutto  si  manifestano  que* 
gruppi  di  crespe ,  che  tanto  rassomigliano  ai  flutti  di  un 
mare  burrascoso  (*).  Questi  fatti  provano  che  non  si  deve  at- 
tribuire la  penombra  ad  una  seconda  atmosfera  inferiore  alla 
fotosfera,  che  divenga  a  noi  visibile  quando  questa  si  squar- 
cia, come  proponeva  W.  Ilerschel  (**). 

Nella  macchia  osservata  agli  gitimi  di  decembre  delfanno 
scorso  e  ai  primj  di  gennaio  del  corrente,  fui  molto  sorpreso 
da  una  apparenza  per  me  allora  nuova,  ma  che  poscia  ho  ve-» 
dato  più  volte  riprodotta  nelle  belle  figure  date  da  Herschel 
neiropera  precitata.  Veduta  in  confuso  quella  gran  macchia 
pareva  avere  tre  o  quattro  nuclei^  ma  meglio  analizzata  col 
piccolo  diaframma  essa  appariva  avere  in  realtà  un  solo  nu- 
cleo principale^  ma  questo  attraversato  come  da  una  gran 
corrente  che  lo  divideva  in  due  :  oltre  questa  vi  era  no* 
altro  come  gran  nastro  di  fuoco  che  a  guisa  di  cerchio  quasi 


(*)  V.  le  figure  dell'opera  di  Herschell  sopra  citala:  e»»«  coatengooo 
variì  casi  di  queste  macchie.  Di  là  può  concludersi  che  in  mezzo  a 
tante  irregolarità,  pure  vi  sono  molle  leggi  che  non  tarderanno  gran 
ffitlo  ad  essere  riconosciute. 

(**)  V.  Outlines  of  Astronomy  u.  389. 
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cooipleto  si  stendeva  sopra  ana  parte  del  nucleo  e  attraverso 
la  corrente  precedente  :  pareva  appunto  di  vedere  uno  de* 
grandi  crateri  lunari  in  cui  fosse  illuminata  poco  più  che 
la  metà  della  corona  di  montagne  che  ne  formano  il  ciglio. 
Tale  apparenza  durò  poco  più  di  2  ore.  Dopo  di  che  gaa- 
stossi  la  regolarità  della  forma^  e  ne'giorni  seguenti  la  mac- 
chia perdette  ogni  carattere  di  regolarità. 

Confesso  che  al  primo  vedere  questa  corrente  di  fuoco 
attraversata  dalfallra  come  da  un  arco  ,  fui  fortemente  in- 
dotto a  dubitare  se  esse  erano  realmente  nel  medesimo  pia- 
no :  però  Tapparenza  del  rilievo  che  si  ha  sogli  oggetti  ve- 
duti coi  cannocchiali,  è  troppo  spesso  illusoria  per  potere 
somministrare  fondamento  di  realtà  alcuna  (^);  ciò  non  ostante 
io  credo  cosa  importante  che  si  cerchi  di  comprovare  con 
l'aiuto  de'principii  di  prospettiva,  se  mai  le  apparenze  di  ar^ 
chi  siano  tali  da  far  credere  che  le  varie  correnti  non  siano 
nel  medesimo  piano.  Se  la  materia  della  fotosfera  è  gassosa 
come  crede  provato  il  Signor  Arago  colle  sue  ingegnose  spe-f 
rienzc,  nulla  è  più  facile  ad  intendersi;  ma  se  non  lo  é,  aU 
lora  riuscirebbe  più  difficile. 

Quantunque  Tastronomo  debba  occuparsi  a  preferenza  di 
descrivere  i  fatti,  anziché  a  cercare  le  teorìe,  pure  in  qoe-^ 
sto  caso  è  assai  difficile  disgiungere  una  dall'  altra,  e  dopo 
aver  richiamato  alla  attenzione  de*6sici  i  fatti  che  se  non  sono 
al  tutto  nuovi,  non  erano  però  stati  mai  contemplati  sotto  ii 
loro  vero  punto  di  vista,  mi  sia  permesso  di  richiamare  al- 
tresì alla  vita   una  opinione  proposta  molti  anni  sono  dalfa- 

(*)  Come  esempi  di  queste  illusioni  citeremo  il  fatto  delle  lettere 
che  scolpite  ed  incavate  in  un  marmo  veduto  col  cannocchiale  astro* 
nomico  spesso  appariscono  rilevate  ;  e  V  altro  fenomeno  pid  comuoft 
ancora,  e  che  non  può  correggersi  colla  riflessione  della  mente  in  mo- 
do alcuno,  cioè  che  le  prospettive  degli  oggetti  terrestri  veduti  nel 
cannocchiale  ,  che  pure  raddrizza ,  appaiono  rovesciate  ;  cioè  che  la 
parte  pid  vicina  alPosservatore  di  due  linee  parallele  pare  pia  stretta, 
e  la  pid  lontana  pid  larga,  mentre  ad  occhio  nudo  e  secondo  le  leg- 
gi di  proapéttiva  dovrebbe  essere  il  contrario.  Questo  fenomeno  è 
poco  conosciuto  dai  fisici,  e  non  so  che  ne  sia  stata  data  spiegazione 
alcuna. 
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slrooomo  Wilson,  per  ispicgarc  la    penombra  delle  macchio 
solari,  ma  creduta  da  alcuni  impossibile  a  sostenersi. 

Questo  astronomo  in  una  memoria  inserita  nel  tomo  LXIV 
parte  I  delle  Transaz.  filosofiche  per  Tanno  1774,  prova  ad 
evidenza  che  le  macchie  solari  sono  cavità  nella  superficie  so- 
lare. A  questo  fatto,  che  é  impossibile  contraddire  egli  sog- 
giunge; che  oiolto  probabilmente  la  penombra  non  consiste  in 
altro,  che  nelle  pareli  inclinate  di  queste  cavità,  e  che  essa 
é  formata  ^alla  materia  stessa  dell*  inviluppo  luminoso  che 
scorre  a  riempire  il  voto  formatosi  in  esso  dalla  causa  che 
\i  produsse  la  macchia.  Egli  porta  a  questo  proposito  il  fatto 
osservato,  cfce  il  contorno  della  penombra  spgue  bensì  quello 
del  nucleo,  ma  in  modo  che  i  suoi  angoli  sono  molto  più  roton- 
dali che  non  quelli  del  nucleo  stesso  :  che  anzi  una  volla 
avendo  osservato  un  nucleo  spezzarsi  in  due,  il  contorno  della 
penombra  non  si  chiuse  facendo  un  angolo  il  cui  vertice  fosse 
rivolto  al  nucleo,  ma  invece  si  conformò  in  modo,  che  esso 
rivolgeva  a  questo  la  sua  apertura,  quasi  indicar  volesse,  che 
la  materia  luminosa  per  correre  a  riempire  il  nucleo  si  era 
avallata  lateralmente,  ed  allargata  la  penombra  in  quella  dire- 
zione. Altre  prove  della  sua  ipotesi  possono  vede  rsi  nella  sua 
memoria  che  meriterebbe  esser  tutta  qui  riprodotta.  Ma  contro 
questa  ingegnosa  ipotesi  militava  sempre  una  forte  obiezzio- 
no  :  come  mai  la  sola  inclinazione  dc*fianchi  della  cavità  po- 
tesse produrre  una  diminuzione  cosi  grande  di  luce,  che  se- 
condo i  risultamenti  fotometrici  di  Herschell  è  circa  della 
metà  ?  Non  appariva  possibile  che  una  semplice  diflerenza 
di  livello  nelle  parti  della  fotosfera  potessero  produrre  tale 
effetto.  L'obiezione  è  forte,  ed  egli  stesso  se  la  propone,  ma 
Boo  DB  dà  valevole  soluzione.  La  forza  de*  suoi  strumenti 
era  incapace  di  mostrargli  la  vera  struttura  della  penombra. 
Egli  la  supponeva  di  una  struttura  uniforme,  e  noi  abbiamo 
veduto  che  essa  non  é  tale:  ove  é  penombra  ivi  è  discon- 
tiauità,  e  il  nucleo  nero  visibile  senza  interruzioni  nel  cen- 
tro della  macchia,  è  pure  visibile  tra  gli    interstizi   lasciati 
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dalle  gorrcnli  di  materia  luminosa  cbc  scorrono  a  riempiroe 
la  cavila,  e  la  mescolanza  di  qucsli  traili  chiari    ed   oscuri 
produce  la  penombra.  Questo  è  puro  fatto,  così  pare  a  me   ^ 

rhe  rcsli  lolla  di  mezzo  la  grande  obiezione  fatta  alla  tee 

ria  di  Wilson.  Olire  di  ciò  possiamo  aggiungere  che  se  pure^ 
alcuni  di  tali  raggi  sembrassero  talora  meno  luminosi  dellaifti 
fotosfera  ciò  potrebbe  nascere  da  più  cause  1.°  perchè  essiis 
potrebbero  essere  composti  di  altri  Glamenti  minutissimi  a^ 
noi  indiscernibili,  2.°  perchè  trovandosi  in  essi  più  assoli— J 
gliata  la  materia  luminosa,  se  essa  ha  qualche  grado  di  tra— ^ 
sparenza  può  lasciare  vedere  attraverso  di  se  il  nucleo  oscu*^ 
ro.  3.°  Perchè  essendo  le  macchie  cavità,  esse  trovansi  sot— J 
toposte  ad  uno  strato  di  atmosfera  solare  più  profondo,  ches^ 
per  la  sua  densità  può  molto  indebolire  la  loro  luce,  e  ia — 
fatti  sappiamo  quanto  questa  sia  assorbente. 

L'aspetto  dì  correnti  che  abbiamo  veduto  assumersi  dalla^ 
materia  della  fotosfera  potrebbe  fare  sospettare  ad  alcuoo  ^ 
che  essa  debba  essere  liquida,  anziché  gassosa  ed  elastica  , 
come  sembrano  indicarla  le  precitate  sperienze  del  Signor 
Arago.  Quantunque  nulla  possiamo  decidere  sulla  natura 
della  fotosfera  ,  pure  faremo  osservare  che  il  fluire  della 
materia  luminosa  a  modo  di  torrenti  verso  il  centro  de' 
nuclei  non  induce  necessaria  conseguenza  ,  che  la  materia 
sia  liquida,  e  che  il  suo  scorrere  si  faccia  alla  guisa  delle 
lave  de'noslri  vulcani  strisciando  sul  suolo,  né  è  necessario 
ammettere^  che  le  irregolarità  de'  nuclei  al  chiudersi  delle 
macchie,  nascano  solamente  dalle  irregolarità  della  superficie 
solare,  benché  queste  vi  possano  contribuire.  Infatti  nella  no- 
stra atmosfera  medesima  noi  vediamo  spesso  le  nubi  correre 
da  varie  parti  dell'orizzonte,  e  chiudere  il  cielo;  anche  dalle 
cime  delle  alte  montagne  veggonsi  le  nebbie  avanzarsi  Ira  i 
fianchi  delle  sottoposte  vallate ,  e  coprire  i  bassi  fondi  la- 
sciando libere  le  cime,  sicché  ammettendo  anche  un  avalla- 
mento  nella  materia  solare,  e  questa  scorrente  a  modo  di  ri- 
vi^ non  è  mestieri  supporta  liquida^  e  al  contatto  del  nucleo 
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solido,  ma  basta  che  essa  sia  come  una  densa  nebbia,  appunto 
come  la  supponeva  Wilson.  La  preponderante  azione  della  gra- 
vità che  ivi  e  ben  27.9  volte  più  forte  che  alla  superiicie 
della  terra  può  determinare  la  discesa  di  questa  materia  ben- 
ché gassosa  con  grande  rapidità ,  come  la  gravità  produco 
anche  qui  in  terra  Pabbassamcnto  dello  nubi.  Che  la  mate- 
ria luminosa  nuoti  come  in  un  altra  atmosfera  trasparente, 
non  pare  potersi  mettere  in  dubbio  in  modo  alcuno,  e  noi 
parlando  del  caler  solare  in  altri  articoli  ne  abbiamo  portato 
non  mediocri  prove,  onde  la  teoria  di  Wilson  non  deve  cre- 
dersi in  opposizione  colla  opinione  più  ricevuta,  che  la  foto- 
sfera solare  sia  gassosa.  Ma  se  le  macchie  sono  cavila,  e  la 
fotosfera  tende  a  livellarsi  sopra  di  esse,  quanta  sarà  la  spes- 
sezza di  questo  strato  medesimo  a  cui  dobbiamo  la  luce?  Que- 
sta questione  ò  stata  toccata  dal  Wilsoa^  il  quale  nelle  suo 
osservazioni  trovò  la  profondità  della  macchia  di  circa  un 
semidiametro  terrestre.  Questa  non  sarebbe  gran  cosa  relati- 
vamente al  diametro  del  sole;  ma  troppo  scarse  sono  sa  di 
ciò  h  nostre  cognizioni:  ad  ogni  modo  però  benché  non  molto 
elevata,  essa  deve  essere  densissima,  perché  ubbidisce  assai 
prontamente  alla  gravità  solare,  e  perché  assai  densa  é  quell* 
atmosfera  trasparente  in  cui  nuota,  della  quale  abbiamo  già 
deiio:  che  probabilmente  lo  strato  infimo  spandendosi  neirin- 
terno  della  cavità,  può  colla  sua  spessezza  assorbire  sempre 
più  luce,  e  far  comparire  anche  più  oscure  le  parti  depresse 
della  fotosfera,  e  al  contrario  é  probabile  che  le  facole,  cui 
é  fuori  di  dubbio  essere  prominenze,  non  per  altro  appari- 
scono più  chiare  del  resto,  se  non  perché  si  estollono  alena 
poco  al  di  sopra  degli  strati  più  densi  dell'atmosfera  medesima. 
Qui  termina  quanto  possiamo  dire  con  qualche  probabilità 
di  non  errare  in  materia  così  diffìcile  :  le  osservazioni  cho 
abbiamo  recato  in  mezzo  sulla  struttura  della  penombra  ci 
pare  che  rimuovano  la  principale  diflicoltà  opposta  alla  teo- 
ria di  Wilson,  se  questo  sia  in  effetto  noi  lo  lasciamo  al  giu- 

jàrmali  di  Scienxe  Mai,  e  Fis.  T.  IF,  maggio  1853.  13 
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dizio  do'lcllori^  e  paghi  di  avere    accennalo  ii  fallo  e  rilé- 

vaiane  la  imporlaoza,  ci   contcnlcremo  di  avere    aperto  mi 
nuovo  campo  di  ricerche. 

Beslerebbe  un  sol  punto  a  dilucidarsi,  ed  ò  per  qnal  ca- 
gione la  materia  della  fotosfera  assuma  i'  aspetto  cosi  fila* 
meo  toso  e  a  modo  di  corrente,  e  perchó  al  primo  apparire 
le  macchie  sieno  ordtnariamci|to  senza  pcnoBoJira,  e  apzi  pre- 
ceduto da  facole.  Ma  una  soddisfacente  spiegazione  di  ci4 
non  può  darsi  evidentemente  senza  conoscere  la  natura  della 
fotosfera,  dal  che  siamo  ben  lontani.  Forse  Tipolesi  di  Wil- 
son stesso  è  la  più  ragionevole,  che  cioè  gli  squarciamenti 
nella  fotosfera  siano  prodotti  da  eruzioni  gassose  uscenti  coii 
impeto  dall'interno  del  globo  solare,  col  che  bene  si  spieghe- 
rebbero IjB  prominenze  o  facole  che  precedono  io  niacchie', 
corno  pare  la  circostanza,  che  il  foro  da  principio  è  senta  sia- 
bramento  o  penombra,  perchè  la  veemenza  de'gas  lanciati  im- 
pedisce TattUisso  della  materia,  cessato  il  quale  la  materia 
fluida  della  fotosfera  prende  il  suo  corso  a  riempire  il  tooIq 
prodotto.  Forse  cosi  potrebbe  spiegarsi  la  relazione  da  taluai 
sopposta  tra  le  protuberanze  rossastre  visibili  in  tompo  di 
ecclissi  e  le  macchie.  Ma  basti  6n  qui  di  queste  cpogetinr* 
che  poco  far  possono  di  giovamento  alla  vera  scieza. 

'■      '  ■  ■    ■  ■      '      ■       "        K 

SULL'  ANELLO  DI  SATURNO 

NOTA 
DEL  P.  At  SECCHI  IK  €•  m  «• 

In  questi  annali  abbiamo  dato  notizia  della  singolare  scor 
perla  fatta  recentemente  di  un  terzo  anello  di  Saturno  con- 
centrico  agli  altri  due,  ma  da  essi  diverso ,  perchè  è  nota- 
bilmente pi(i  oscuro,  e  riflette  pochissima  luce.  Il  sig.  Las- 
sei  ha  dimostrato  coi  suoi  forti  telescopi  ciò  che  noi  aver 
vamo  sospettato,  cioè  che  esso  è  trasparente  (*)  :  egli  infatti 
ha  potuto  vedere  attraverso  a  questo  anello  gli  orli  dei  di* 

n  V.  Memorie  dell'  Osservatorio  del  C.  R,  anno  1850  p.  33. 
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SCO  del  pianeta.  Inoltre  noi  avevamo  avvertito  an  fenomeno 
singolare  (^)9  cioè  che  dalle  due  parti  1*  anello  non  (pareva 
avere  la  medesima  tintay  ma  cbe  da  una  appariva  rossastra^ 
e  dairallra  turchiniccio  :  tutte  lo  cautelo  si  erano  prese  per 
riconoscere  se  questo  derivare  poteva  da  difetta  di  acroma- 
Usrao  nel  nostro  strumento,  ma  restammo  convinti  cbe  era 
realmente  proprio  del  pianeta ,  e  non  illusione.  Ora  il  sig. 
Làsscl  ha  trovato  la  stessa  cosa  senza  sapere  nulla  della  ao* 
stra  scoperta  (^j:  egli  spera  che  questo  fenomeaa  possa  ser- 
vire alla  determinazione  della  rotazione  dell'  anello  quando 
sia  meglio  studiato. 

Ma  una  cosa  anche  più  importante  è  stata  trovata  dal 
Sig#  Ottone  Struve  Aglio  del  celebre  direttore  dell'  Osserva- 
torio di  Pulkoway  che  mostrerebbe  trovarsi  quel  sistema  rn 
UBO  stato  di  crisi  tuttavia  permanente  (*^^  .  Paragonando  egli 
Io  misure  di  Saturno  prese  da  Ugenìo,  e  le  figuro  degli  tft* 
tri  antichi^  con  i  risultamenti  delle?  moderne  osservazioni'  ^ 
vi  ha  trovato  una  considerabile  differenza  in  ciò,  cbo  la  tar-^ 
gbe^iia  ddranelloy  la  quale  da  essi  dicesi  eguale,  é  afqoanto 
miaore  dello  spazia  oscuro  che  separa  il  praiDeti  dalVaaella 
medesimo,  ora  trovasi  in  tutte  altre  proporzioni^  cioè  la  lar- 
ghezza deiranelio  é  molto  maggiore  che  lo  spazio  oscuro  trat 
il  pianeta  e  Tanelio.  Conseguenza  imaiediata  di  questa  cu- 
riosa differenza  si  è  cbe  Tanello  devo  essersi  dilatato  consi- 
derabilmente,  sia  verso  il  pianeta,  sia  alKesterno  d^lla  parte 
opposta.  Diverse  ragioni  però  indicano  che  il  diametro  este- 
riore deli  anello  è  rimasto  costante^  e  cbe  tutta  la  variazio- 
ne é  una  dilatazione  del  medesimo  dalla  parte  interna.  In- 
fatti il  rapporto  del  diametro  del  pianeta  a  quello  deiraucllo 
estemo  rimane  ora  lo  stesso  quale  é  dato  dagli  antichi,  men- 
tre differisce  assai  il  diametro  deiranelio  intcriore,  cbe  ora 
ò  considerabilmente  piq  piccolo. 

(*)  V.  Memorie  ec.  acne  i851.  p.  36. 
(**)  MoDlhly.  Nolice»  of  the  R.  A.  S.  Voi.  XIII.  p.  147. 
(*'*)  Sur  le»  cliniensioii»  de»  Aoueaui  de  Saturile  par  Otto  Struve. 
Mem.  Actfd.  S.  Pelersbour{;.  lY.  Serie.  T.  V.  1852. 
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Siccome  in  queste  materie  è  sempre  bene  moltiplicare  le 
autorità)  ho  voluto  vedere  se  tra  gli  antichi  astronomi  ita- 
liani e  celebri  costruttori  di  lenti  quali  furono  il  Campani 
e  il  Divini,  che  furono  anche  bravi  osservatori,  potessi  tro- 
vare una  conferma  di  quello  che  dice  il  Sig.  Slruve,  e  sodo 
stato  assai  fortunato  di  rinvenire  una  figura  di  Saturno  data 
dal  Campani  nel  1664  in  una  operetta  intitolata  :  Ragguth 
gito  di  due  nuove  osservazioniy  una  celeste  in  ordine  aUa  $tdh 
di  Saturno',  e  terrestre  V  altra  in  ordine  agli  strumenti  mede' 
simi  coeguali  si  è  fatta  Vuna  e  Valtra  osservazione,  dato  al  se- 
renissimo Principe  Mattia  di  Toscana  da  Giuseppe  Campani  da 
s.  Felice  deW  Umbria  di  Spoleto.  In  Roma  per  Fabio  del  Fal- 
co 1664.  La  figura  pare  disegnata  sul  principiare  del  1664: 
essa  non  é  fatta  con  misure  micrometriche ,  ma  attestando 
esso  che  un  suo  amico  di  professione  pittore  gliene  disegnò 
una  simile  possiamo  staro  sicuri  che  le  proporzioni  sono 
esatte.  Di  ciò  se  ne  ha  una  prova  anche  in  ciò  che  il  rap- 
porto tra  il  diametro  del  pianeta  e  dellanelio  trovasi  eguale 
a  quello  dato  dalle  misure  di  Ugenio  e  di  Struve  :  cosi  as- 
sumendo pel  diametro  del  pianeta  17".8  si  ritrova  pel  dia- 
metro delfanello  esterno  39''.67  ,  che  appena  diflerisco  da 
40^.0  che  é  la  misura  dedotta  da  Struve.  Assicurato  così 
che  la  figura  era  falla  nelle  debite  proporzioni,  sono  restato 
anch'io  convinto  esservi  una  notabile  diversità  tra  essa  e  V 
apparenza  attuale  di  Saturno  :  Tanello  nella  fig.  di  Campani 
è  largo  un  tantino  meno  che  lo  spazio  oscuro  che  separa  il 
pianeta. 

Riferirò  qui  la  tavola  delle  dimensioni  antiche  o  moder- 
ne di  queste  due  parti,  estracndola  dalla  memoria  del  Sig. 
Struve,  e  inserendovi  quella  di  Campani  : 

Osservatori  Epoca     '^^  "  '^'"''   Yif-'^^'n 

-^         spazto  oscura   dell  anello 


Huyghens  .     .     .     1657        6".5  4"-6 

Campani  ,         1664        6.  6  5.  4 

Huyghens  e  Cassini  1695        6.  0  5.  1 
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Bradlcy.     .     . 

.     1719 

5.  A 

5.  7 

Hcrschcl     .     . 

.     1799 

5.  12 

5.  98 

W.  Slruvc.     . 

.    1826 

4.  36 

6.  74 

Encko  e  Galle 

.    1838 

4.  04 

7.  06 

0.  Slruve  .     . 

.    1831 

3.  67 

7.  43 

Da  questa  tavola  conclude  il  Sig.  Struvc  1.°  che  le  variazio- 
ni sono  maggiori  di  quanto  possa  attribuirsi  agli  errori  di 
osservazioni  o  alla  influenza  degli  strumenti,  che  ora  sono 
certamente  migliori.  2."^  che  questa  variazione  progredisce 
col  tcmpo^  e  ne  deduce  la  formula  seguente 

larghezza  deirancllo  =  5'M34 

—  0.0130(1  — 1760). 

Parrebbe  però  che  in  questi  ultimi  anni  la  dilatazione  dell' 
anello  sia  ita  progredendo  più  rapidamente  che  dianzi,  ondo 
forse  da  qui  a  non  molti  secoli  i*  anello  potrebbe  giungere 
a  toccare  il  pianeta,  onde  sono  bene  lontani  dal  vero  quelli 
che  considerano  questo  sistema  come  se  fosse  in  equilibrio* 

Un  altra  prova  della  dilatazione  dell'anello  si  ha  dalle  os- 
servazioni di  Cassini  e  di  Maraldi.  Essi  infatti  dicono  che 
la  divisione  oscura  che  separa  Tanello  in  due,  è  nel  mezzo 
deirancllo:  ma  adesso  la  linea  di  divisione  e  bene  al  dilà 
del  mezzo,  e  Tanello  interno  ha  una  lunghezza  in  circa  dop- 
pia dell'esterno,  onde  anche  questo  prova  un  allargamento 
deirancllo  intcriore.  Di  più  le  figure  antiche  ci  danno  Tauello 
che  nella  massima  apertura  appena  tocca  il  pianeta  col  lem- 
bo interno  ,  mentre  ora  ne  copre  una  parte  considerabile  : 
tutte  queste  ragioni  e  fatti  fanno  vedere  che  realmente  va 
succedendo  una  dilatazione  neiranelio  intcriore. 

Alcuni  hanno  creduto  che  V  anello  nebuloso  fosse  di  re- 
cente formazione,  ma  il  Sig.  O.  Struve  ha  trovato  traccic  di 
esso  nelle  figure  antiche  ed  io  pure  vedo  nella  figura  di  Cam- 
pani una  certa  specie  di  penombra  dalla  parte  interna  dell' 
anello,  precisamente  al  luogo  dellanello  nebuloso  attuale,  la 
quale  mostra  che  anche  allora  esisteva  questo  anello,  ma  che 
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la  sua  sfumatura  io  rendeva  indiscernibile,  e  si  credeva  piut- 
tosto cbe  quella  traccia  fossa  un*ombra  deirancllo  sul  globo. 
Indizi  sicuri  di  queste  mutazioni  sono  le  suddivisioni  secon- 
darie ora  visibili  ed  ora  nò,  quale  appunto  era  quella  dell' 
anello  oscuro  che  visibile  noi  1850  è  non  fu  più  nel  52. 

SOPRA  ALCUNE  FORMULE  DERIVATE 
COL  MEZZO  DELL'  INVERSIONE 

NOTA 

DEL  MG.  PROV.  «.  BCLL4T1TI8 

Chiariss.  Professore 

Padova  il  6  Febbrajo  1853. 

1.  Se  per  ciascuno  dei  punti  A,  B,  G, e  per  un 

punto  fisso  O  si  prende  sulla  retta    OA  la  OA'  =  1  :  OA  , 

sulla  OB  la  OB'  =  1  :  GB  ,  ec.  i  punti  A',  B^  •  .  .    costi- 

tituiscono  una  figura  inversa  della  A,  B, .  .  .  Questa  deriva* 

ziono  da  una   figura  ad  un*  altra  si  esprimo ,  finché  tulli  i 

punti  Oy  Ay  B,  .  .  .  stanno  in  un  piano  ooll*  equipollenza 

OA'  =  l:cjOA, 

come  dissi  nella  Nota  che  Ella  mi  fece  Tonore  d*inserire  nel 

fascicolo  novembre  1852  dei  suoi  Annali.  Secondo  Talgorit- 

mo  del  mio  metodo  no  risulta  Tequiponenza 

A'B'  =  OB'  — OA'  =  (cj  OA  —  cj  OB)  :cjOA  .  cjOB  = 

—  cj  AB  :  cj  OA .  cj  OB  , 

la  quale  esprime  rispetto  agli  angoli  la  relazione 

OA'B'  =  — OAB, 

e  rispetto  allo  lunghezze  la 

A'B'  =  AB  :  OA  .  OB  , 
da  cui  eziandio 

AB  =  AB'  :  OA'. OB'  . 

Questa  relazione  tra  le  distanze  di  due  punti  e  dei  loro  in- 
Torsi  ha  luogo  per  ogni  figura  anche  a  tre  dimensioni,  poi- 
cbò  il  centro  d'inversione  O  ed  i  quattro  punti  A  B  A'  B' 
sono  sempre  in  um  stesso  piano. 
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2.  Quando  i  tre  punii  ABC  sono  in  linea  retta  è  (non 
diDienlicando  mai  la  regola  relativa  ai  segni  ) 

AB-hBC^-CA=0; 

passando  alla  figura  inversa,  e  perciò  sostituendo 

A'B'  :  OA'.  OB'       ad     AB,  ce. 
si  ba 

A'B'.  OC  +  B'C.  OA'  -f-  CA'.  OB'  =  0  , 

la  quale  esprime  il  teorema  Tolemaico,  giacché  la  figura  in" 
Tersa  di  una  retta  ABC  è  un  circolo  OA'B'C. 

3.  Così  per  ogni  quadrilatero  ABGD  inscrivibilc    nel  cir* 

colo  si  ha 

AB.  et)  -4-  BC.  AD  •+-  CA.  BD  =0  , 

questa  espressione  sassisterà  anche  per  quattro  punti  di  una 
retta,  ed  ò  facilmente  verificabile  che  essa  ò  esatta  anche  te- 
nendo conto  dei  segni.  Ora  ogni  equazione  tra  i  punti  di  una 
retta  dà  immediatamente  unequipoUenza  pei  punti  di  un  piano, 
dunque  per  quattro  punti  di  un  piano  ha  sempre    luogo  la 

equipollenza 

AB.  CD  -h  BC.  AD  ^  CA.  BD  =  0. 

Cioò  per  ogni  quadrilatero  ABCD  può  costruirsi  un  triango- 
lo, i  cui  lati  sicno  espressi  dai  termini  di  quella  equipollen- 
za; vale  a  dire  un  Iato  avrà  la  lunghezza  =  AB.  CD,  e  Tin* 
clinazione  uguale  alla  somma  delle  indinazioni  delle  AB,  CD; 
simil  cosa  dicasi  degli  altri  due  lati.  Come  corollari!  :  se  il 
quadrilatero  ABCD  abbia  due  angoli  opposti  supplementi  si 
ricade  nel  teorema  Tolemaico,  e  se  due  angoli  opposti  sono 
complementi,  i  prodotti  delle  diagonali  CA,  BD>  e  quelli  dei 
Iati  opposti  AB.  CD ,  BC.  AD  hanno  la  stessa  relazione  del- 
Tipotenusa  e  dei  cateti  di  un  triangolo  i^eltàngolo. 

4.  Nella  Geometria  Superiore  sono  di  grand'uso  i  rapporti 

analoghi   al  ,  nei   cui   due    termini    entrano  le 

Di»  Ulìr.  r  UT 

stesse  lettere  prese  nei  due  ordini  oppoijti  DEFGIII,  DIHGFE; 
perlochè  ciascuno  dei  rapporti  semplici  Dli;:^E,FG:  HG,HI:  DI 
ka  una  lettera   comune  ai  due  termini.  Quei  rapporti  compo- 
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sii  non  sono  menomamonlc  cangiati  dairinvcrsionc,  come  ben 
si  vede  sostilueodo  ad  ogni  DE  la  sua  (§.  1)  eguale 

D'E'  :  OD' .  OE'. 

5.  Se  nei  due  termini  del  rapporto  composto  sieno  com- 
prese le  stesse  direzioni  di  rellc,  il  rapporto  dicesi  projettioo, 
perche  mantiene  lo  stesso  valore  in  tutte  le  projezioni  con* 
correnti  della  figura  :  in  parlicolare  tra  quattro  punti  in  li- 
nea retta  si  ha  il  rapporto  projeltivo 

AB  .  CD 

AD. GB  ' 

che  il  Chasles  dice  anarmonico.  Daremo  ora  una  formula  ge- 
nerale per  esprimere  ogni  rapporto  projeltivo  di  punti  in  li- 
nea retta  mediante  rapporti  anarmonici. 

6.  Supponiamo  che  sopra  una  retta  vi  sieno  i  punti  D',  E\ 
F',  .  .  .  .  ,  nonché  i  punii  A,  B',  C  ;  e  rispetto  al  centro  d* 
inversione  A  sieno  B,  G,  D,  .  .  .  .  i  punti  inversi  dei  B',  C', 
D',  .  . .  Pei  §.  1.4.  sarà 

DE.  FG.  HI  _  D'E'.F^G.irr_  (C'D'—  C'E')(C^F^  —  G^GQ  .  .  . 
DI.  HG.  FÉ  ~  D'I'.H  G'.F'E'""  (C'D'  —  G'I')[C'H'  —  G'G') .  . . 

/     CD CE     w     CF CG_  X 

_  ^^fì-  AD       AG.  AE  AaC.  AF        AC.  AG  ' 

""  7~1gD  ci     ./     GH GG     \  ' 

\AG.  AD       AG.  AfUc.  AH         AG.  AG/ 

moltiplicando  ciascun  termine  per  — — — -,  ed  indicando  col- 

la  lettera  minuscola  il  valore  del  rapporto  anarmonico  fra  i 
tre  punti  fissi  A,  B,  G  ed  un  quarto  punto,  cioè  ponendo 


si  ha 


AB.  CD        ^       AB.  CE 

s=s  d  % =  e  «     ce. 

AD.  CB  '     AE.  CB  ' 


DE.  FG.  HI       {d  —  «)(/•  —  g){h  —  i) 


DI.  HG.  FB       (d  —  i)(A  —  g)ij  —  e)  " 
Qacsta  formula  facilUsiina  da  ritenersi  a  memoria  contiene 
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come  casi  particolari  qacllc  dato  dai  Moebias  e  da!  Gliasics: 
basta  osservare  cbe  la  quantità  che  nella  fatta  supposizione 
segnerebbesi  con  a  è  infinita,  tale  essendo 

AB.GA 


e  che 


e  finalmente  cbe 


AA.CB  ' 


AB^ 
*~AB~CB"^' 


AB.  ce     „ 

e  =  —_ — — -  =  U  . 


Cosi 


AC.  CB 

AC.  DE  _  (g  —  c){d  —  e)  _d— e 
AE.  DC  "  (a  —  e)[d  —  e)  ~  IT  * 

AC.  BD         _   j  _  1  _  AB.  CD 

AD.  BC  ~  ~  AD.  CB    ' 

AB.  CD  CB  CD 

AE.  BD      1  — rf  ~  AD.  CB  _  AB  AD 

AD.  BE  ~  1  —  g  ~  '         AB.  CE  ~  CB CE    ' 

AE.  GB  AB  AE 

che  é  l'espressione  (Ghasles  G.  S.  §.  33)  dei  rapporto  anar- 
moDÌco  di  quattro  punti  A,  E,  B,  D  col  mezzo  di  un  quinto 
punto  G.  Potrebbero  moltiplicarsi  ad  arbitrio  questi  esempii. 
7.  Quando  un  rapporto  prcjeltivo  (§.  5)  è  :=3d=  1,  i  punti 
formano  un'involuzione,  che  io  distinguo  in  positiva  o  negativa 
secondo  il  segno  di  quel  valore.  Quattro  punti  non  possono 
essere  se  non  se  in  involuzione  negativa,  ed  allora  si  dicono 
ponti  armoniei.  Per  sei  punti  in  involuzione  positiva,  cioè  per 

AB.  CD.  EF 

AF.  ED.  CB  ~     ' 
si  ba,  colle  formule  del  §.  6, 

d(e  -  /•) 


ne   Tiene  che  sarà  anche 


=  1; 
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AE.  FD.  BC  /•-  d 


AC.  BD.  Ft:      (i—d){f—e) 


=  1* 


COSÌ  puro 


DE.  CA 


.BF      (d-e)(\-n        , 
"Trr;= n tì *  > 


0 


DF.  BA.  GÈ  (rf  — /)« 

DB.  FA.  EC      (rf  — !)«_- 


DC.  EA.  FB      d(f—b) 

dunque  una   dello    icvoluzioni    posìtifo  trac    seco    le  altre- 
tre. 

8.  La  prcccdcnto  proprietà  spetta  a  sei  punti  di  una  ret- 
ta^ pel  principio  fondamentale  del  metodo  delle  equipollenze 
(§.  3)  essa  si  estende  anche  ai  punti  di  un  piano,  cioè  una 
di  quelle  quattro  equipollenze  dà  le  altre  Irc}  il  che  espri- 
me questo  teorema  :  Se  Vesagono  ABGDEF  abbia  il  prodotto 
di  tre  lati  aJiernatim  eguale  al  prodotto  degli  aZ^ri  <re  (AB.CD. 

*  EF  =  AF.  ED.  CB)  ,  ed  inoltre  abbia  la  somma  di  tre  angoli 
alternativi  ABC  H-  GDE  -H  EFA  eguale  a  quattro  retti  :  sarà 
lo  stesso  degli  esagoni  AEFDBG,  DEGABF,  DBF  AEG. 

9.  Dati  in  un  piano  ad  arbitrio  i  cinque  punti  A,  B,  G , 
D,  E  é  facile  costruire  il  predetto  esagono ,  giacché  si  ce* 
nosco  l'angolo  in  F,  ed  il  rapporto  dei  suoi  dae  lati.  Del 
resto  esbte  sempre  un  punto  O  pei  quale  ha  luogo  Y  equi* 
pollenza  OA.  OD  ^  OB.  OE,  essa  dà  la  similitudiiie  dei  tri- 
angoli OAB,  OED,  ed  inoltre  esprime  che>  rispetto  al  centro 
d*in?ersione  O,  D  ò  inyerso  di  A ,  ed  E  in?erso  di  B  ;  in 
questo  senso  peraltro  che  le  distanze  OD,  OE  sono  bensì  in- 
Tersamente  proporzionali  alle  OA,  OB,  ma  non  cadono  sulle 
loro  stesse  direzioni,  iuTCce  una  stessa  retta  dimezza  ambe- 
due gli  angoli  AOD,  BOE.  In  questo  medesimo  significato  il 
punto  F  è  inverso  di  G;  giacché  le  due  equipollenze 

OA.OD=OB.  OE,    OC-OF  =  OB.  OE 
rendono  identiche  le  equipollenze  del  §  7;  la  prima  di  Tenta 
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lOB  -  OA,  (^  -OC)(«i|!-  -0.) 

È  un  caso  particolare  del  nostro  esagono  il  quadrilatero  com- 
pleto coi  vertici  opposti  A,  D;  B^  E;  G,  F;  ed  anch*  esso  ha 
il  suo  centro  d'inversione  O. 

10.  Negli  Annalti  etc.  del  Terqucro,  Gennaro  1853,  Que- 
stione u.  250  si  propone  da  dimostrare,  che  dati  sopra  una 
retta  quattro  punti  A,  B,  C,  D,  $t  si  trovino  i  due  punti  M, 
N  t  qucdi  sieno  nello  stesso  tempo  armonici  tra  A  e  B  e  tra 
C  0  D  3  poscia  %  due  P,  Q  armonici  tra  A  e  G,  e  tra  B  e  D; 
ed  i  due  R,  S  armonici  tra  A  e  h  e  tra  B  e  G;  saranno  pure 
punti  armonici  M,  P,  N,  Q  ;  M,  R,  N ,  S  ;  P,  R,  Q,  S.  La 
prima  condicione  è  espressa  da 

_  AM.  BN_  CM.  DN 

~  AN.  BM~  CN.  DM  ' 

il  che  colle  denominazioni  del  §  6  dà 

1  —  n-i-l  —  m^z=0  y    m[d  —  n)  -h  n(d  —  m)  =  0; 

perciò  i  due  numeri  m,  n  che  determinano  i  punti   M  ,  N 
sono  dati  dalle  equazioni 

fii-f-n=:2,       mn  r=:  d. 
Similmente  le  altre  condizioni  danno 

p  ^  q=  0  j    pq  ^=  —  d  y     r-4-«=2(/,     rs  =zd. 

Ne  viene 

MP.  m  Jm  -  p){n  -  g)  ^      ^ 


MQ.NP      (mr-y)(n~i>) 
MR.  NS      (m-^r^n—s) 


-1. 


MS.  NR      (m  —  s)(n  —  r) 
m.QS_(p-r)(q—s)  _  _ 
PS.QR      (p^s)(q-r)- 
il  che  i  quanto  voleva  dimostrarsi. 
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11.  Anche  il  Icoroma  precedente  può  mediante  il  mio  me- 
todo (§.  3)  estendersi  a  tatti  i  punti  di  un  piano,  ed  allora 

AMBN  ,  CMDN PRQS  sono  quadrilateri  armonici,  che 

oltre  essere  inscrivibili  nel  circolo  hanno  il  prodotto  di  due 
lati  opposti  eguale  al  prodotto  degli  altri  due. 

12.  Tornando  alTinversione  definita  nel  §  1.  vediamo  to- 
sto che  tra  le  arce  dei  due  triangoli  OAB,  OA'B'  ha  luogo 

la  relazione 

OA'B'  =  OAB  :  (OA.  0B)\ 

Essendo  d'altronde  (fatta  sempre  attenzione  ai  segni) 

A'B'C  =  OAB'  -f.  OB'C  -4-  OCA'  , 
avremo 

A'B'C'.(OA.OB.  OC)'  =  OAB(OC)'  H-  OBC(OA)'+OCA(OB)'. 
Se  i  tre  punti  A',  B',  G'  sieno  in  linea  retta,  il  primo  mem- 
bro si  annulla,  ed  il  secondo  dà  una  proprietà  di  quattro 
punti  0,  A,  B,  G  appartenenti  ad  un  circolo  ,  la  quale  del 
resto  è  una  facile  conseguenza  del  teorema  Tolemaico. 

13.  Analogamente  a  ciò  siccome  il  tetraedro  OABG  egua- 
glia il  prodotto  dei  tre  lati  OA,  OB,  OC  pel  sesto  del  se- 
noide  del  triedro  O,  cosi  si  ha  (§.  1.) 

OA'B'G'  =  OABG  :  (OA.  OB.  OC)'. 
Supposto  che  A',  B'^  G',  D'  sieno  quattro  punti  di    un  pia- 
no ,  vediamo  che  per  cinque  punti  0,  A^  B.  G,  D  di  una  sfera 
ha  luogo  la  relaziane 

OABG(OD)'  -4-  OBAD(OC)'-*-OCDA(OB)'  -|-  ODCB(OA)'=0. 
Nei  su  citali  Annales,  Nov.  1852,  Questione  267 

A|  ,  Aaj  ,  A3 ,  A4  ,  i^s  ,  M 
sono  sei  punti  situati  sopra  una  sfera  : 

d^  =  distanza  rettilinea  di  A,  da  M  , 

d.  =  id.  A2  da  M  ^ 

d:^  =  id.  A3  da  M  ; 
ecc. 

t?,  =  volume  del  tetraedro  A^  A3  A4  A5  , 

V2  =  id.  Ai  A3  A4  A5  , 

V3  =  »J-  A,  Aj,  A4  A5  , 

V4  =  id.  Al  Aa  A3  A5  , 

vr,  =  id.  A,  Aa  A3  A4  , 
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Si  ba  la  rclaziune  analitica 

Vidi  -H  v^d^  H-  varfa  -4-  V!^d!^  H-  vsds  =  0 

(Locblcrhand.) 

e  proposta  da  dimostrarsi  ana  relazione,  che  ba  qualche  ras* 

somiglianza  colla  precedente,  ma  che  credo  sbagliata. 

5oltt:iont  di  alcune  altre  questioni  proposte  negli-  Annales 
del  Terquem,  novembre  1852. 

Qacslione  n.  269.  Due  superficie  tagliandosi  secondo  una 
linea  di  curvatura,  comune  alfuna  e  all'altra;  lungo  di  que- 
sta linea,  le  due  superficie  si  tagliano  sotto  il  medesimo  an- 
golo. (0.  I.). 

{«a  detta  questione  può  risolversi  nel  seguente  modo  (mia 
Geometria  descrittiva  §.  363).  Tutte  le  evolute  (b),  (b,)  ec. 
di  una  curva  (c)  sono  linee  brevissime  di  una  superficie  svi- 
lappabile  (A),  e  perciò,  quando  questa  si  sviluppa  in  un  pla- 
no, quelle  si  sviluppano  in  linee  rette;  quindi  due    tangenti 
delle  (b)  (bO  che  s'incontrano  in  un  punto  della  (e)  visi  ta- 
gliano sotto  un  angolo  costante.  Ora  se  la  (e)  sia  nello  stesso 
tempo  linea  di  curvatura  di    due    superficie,  le    normali  a 
fQosle  in  tutti  ì  punti  della  (e)  saranno  inviluppate  da  due 
bielle  predette  evolute  (b)  (b,)  ,  e  quindi  esse  si  laglieranno 
^Uo  angolo  costante,  e  tale  sarà  pure  Tinclinazionc  rispet- 
(iTa  delle  duo  superficie  che  si  tagliano  lungo  la  (e);  il  che 
Joye^a  dimostrarsi. 

Le  generatrici  caratteristiche  della  predetta  superficie  (A) 

^Do    gli  assi  della  curva  (e)  perpendicolari  ai  suoi  piani  o- 

sculatori;  continuiamo  a  supporre  che  le  tangenti    della    (b) 

siCQo  le  normali  della  superficie  ,  di  cui  (e)  è  una  linea  di 

curvatura;  i  diedri  tra  i  tangenziali    della    superficie,  ed  i 

piani  osculatori  della  (e)  saranno  eguali  agli  angoli  sotto  cui 

l'evoluta  (b)  taglia  gli  assi.  Nello  sviluppo   della  (A)  la  (b) 

iWonia  una  retta,  perciò  la  difTerenza  di  due  qualsivogliauo 

fi  quei  diedri  è  uguale  allangolo  compreso  dopo  lo  sviluppo 

della  (A)  dalle  due  rette,  che  prima  erano  due  assi  della  (e), 

cioè  (adoperando  la  denominazione  usata  dal  Bordoni)  è  ugua- 


le  al  complesso  degli  angoli  compresi  fra  gli  assi.  Se  i  due 
punti  della  (e),  ai  quali  si  riferisce  quella  differenza^  sono  in- 
finitamente vicini,  la  differenza  ù  uguale  all'angolo  infinite- 
simo dei  due  assi,  ossia  al  diedro  di  due  piani  osculatori. 
Questo  è  uQ  teorema  del  Lìouville,  di  cui  il  precedente  po^ 
teva  considerarsi  come  un  corollario. 


L'equazione  di  7.**  grado  proposta  nella  Questione  n.  263: 
Dimostrare  cbe  l'equazione  seguente  ha  sette  radici  comprese 
tra  0  ed  1  : 

3432x7  -  12012jc«  ^  16632jt;5  —  11550x4  ^  4200x3 

—  756x*  -I-  56x  —  1  =  0  (Gauss)  * 

diventa,  fatto 

la  quale  si  risolve  molto  facilmente.    Essa  ó  la  settima  de- 
rivata  dell'equazione  fy'  —  rp  j  =0,  e  siccome  questa  h«-i 

1 

tutte  le  quattordici  radici  reali  ed  uguali  a  ztz^ ,  così  pel  teo- 

rema  del  Bolle  quella  ha  le  sette  radici  reali  e  comprese  in 

i  1 

y  =   —  j    ed  y  =  --  ;  il  che  ce. 

La  questione  n.  262 
,      .    n  n   «— 1 

n  é  un  numero  intero  positivo,  p  una  quantità  qualunque,  o 

X,     Ji»    Om    •     ,       •     fi 

(Catalan). 
La  questione  si  riduce  (uguagliando  separatamente  i  lermioi 

*  Il  Sig.  Koralek,  ahi  le  e  speilito  calcolatore,  ba  trovate  le  sei  ra- 
dici irrazionali  con  sette  decimali^  la  scUìma  è  0,  H* 


.■< 
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^oaleiieoli  lo  Ttric  polente  della  p)  ^,  dctqrminare  il  valoirc  dì 

»••  —  fii;^^  — 1)« 4- ^^^  ~      (n  —  2)'" ^nA'^  , 

^s^mio  m  intero  positivo  uguale  o  minore  di  n.  Ora  é  eti- 
te che  quella  è  fcsprcssionc  di  A''(x"')  corrispondente  ad 
0  ;  perciò  essa  è  =  1.  2.  3. .  .  n  ,  oppure  =  0^  secon- 
Ile  in  =  Il  y  oppure  m<in, 

stione  &.  268.  Essendo  dato  un  cono  di  secondo  gra- 
ed  nn  punto  fisso  neirintcrpo  del  cono;  condurre  por 
to  panie  un  piano  tale  che  la  sezione  abbia  per   fuoco 

l[^vnto  ^sso. 

(Yvon  Villarccau.) 

er  un  caso  particolare  consideriamo  un  cono  rotondo,  che 
tagliato  nelle  rette  GX^  CY  da  un  piano  condotto  pel  suo 
<2  di  relazione  CD,  e  pel  dato  punto  B;  si  tratta  di  de- 
^^OiinanB  oa  piano  passante  per  R  (  sarà  desso  perpendico- 
o.  al  piano  XCY  che  lagli  il  cono  in  una  curva  (a),  la  qua- 
abbia  QQ  suo  foco  nel  punto  R.  È  noto  che  una  sfisra  in- 
^Htla  nel  cono  tocca  il  piano  della  (a)  nel  suo  foco  R;  pcr- 
^O   la  Iracria  del  cercato  piano  sarà  la  retta  XRY  condotta 
guisa  cbe  il  circolo  inscritto  nel  triangolo  CXY  tocchi  il 
U»  XY  net  dato  punto  R.  —  Il  metodo  dello  equipollenze 
odi|ce  per  via  diretta  a  soluzioni  molto  semplici  (come  feci 
in  alcune  memorie ,  anche   riguardo  al  celebre  prò- 
a  d'inscrivere  in  un  circolo  un  poligono  i  cui  lati  pas- 
cer dati  punti  od  abbiano  date  lunghezze))  esso  c'inse- 
cbe  se  tagliata  la  GX  in  E  colla  retta  RE  parallela  ali* 
CD  (il  quale  dimezza  l'angolo  XCY)  si  prenda  sulla  RG 
^e   BD  doppia  della  CE,  e  coi  centri  R,  U  e  raggio  eguale 
^d   RC  si  formino  I)e  intersezioni    T ,  Ti ,  le  duo    soluzioni 
del  problema  saranno  date  dalle  rette  che  da  R  si  volgono 
^  dna  punti  T,  T,. 

Per  risolvere  la  predetta  Questione  in  tutta  la  sua  gene- 
ralità adopero  i  principii  della  reciprocità  nello  spazio  esposti 
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a  pag.  117  della  mia  Geometria  descrilliva.  Rispetto  al  cen- 
tro di  reciprocità  R  il  dato  cono  del  secondo  ordine  (G)  ab- 
bia per  reciproca  la  curva  (c«),  la  quale  sarà  un'ellisse,  per- 
chè il  punto  R  si  suppone  dato  nelP  interno  del  cono  :  per 
la  (e**)  si  faccia  passare  un  cilindro  rotondo  (A''),  la  sua  re- 
ciproca (a)  sarà  una  sezione  del  cono  (C) ,  ed  il  suo  piano 
passerà  per  R,  e  sarà  perpendicolare  alle  generatrici  del  ci- 
lindro (k"*),  perchè  esso  è  reciproco  del  punto  di  concorso 
di  (ali  generatrici  ,  il  quale  è  a  distanza  inGnita.  11  piano 
della  (a)  tagliando  perpendicolarmente  il  cilindro  rotondo  lo 
taglia  in  un  circolo,  che  (rispetto  alla  reciprocità  nel  piano, 
di  cui  si  tratta)  sarà  reciproco  della  conica  (a),  la  quale  per 
conseguenza  avrà  un  foco  nei  punto  R,  e  sarà  la  sezione  de- 
siderata. 

Per  fissare  le  idee  possiamo  stabilire  la  reciprocità  me- 
diante la  sfera,  che  ha  il  centro  in  R  ed  il  raggio  RC,  di- 
cendo che  il  piano  reciproco  di  un  punto  è  il  suo  piano  po- 
lare rispetto  a  quella  sfera.  L'  ellisse  (e"")  starà  nel  piano 
condotto  pel  vertice  G  del  cono  (C)  tangenzialmente  alla  sfe- 
ra, ed  i  suoi  punti  saranno  sui  raggi  condotti  dal  centro  R 
perpendicolarmente  ai  piani  tangenziali  al  cono  (G)  :  detcr- 
minati gli  assi  della  (e'')  é  facilissimo  trovare  le  due  dire- 
zioni ,  che  possono  avere  lo  generatrici  di  un  cilindro  (A**) 
che  abbia  la  direttrice  (e®),  e  sia  rotondo;  lo  sezioni  cercate 
saranno  quelle  condotte  per  R  perpendicolarmente  a  quello 
due  direzioni. 

*  '  ■  — ^\ 
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SOPRA  GLI  INTEGRALI  A  DIFFERENZE  FINITE 
ESPRESSI  PER  INTEGRALI  DEFINITI 

MBmORIA 

DI  BABNABA   TOBTOLUIII 

l.""  Per  mezzo  del  Teorema  di  Taylor  la  diflercnza  finila 
di  una  funzione  vien  data  da  una  serie  convergente,  ed  or- 
dinata secondo  le  potenze  ascendenti  dell'  incremento  della 
variabile  indipendente.  Indicando  perciò  con  i  consueti  sim- 
boli ùi,  D,  le  caratteristiche  di  differenza  finita ,  e  di  deri- 
vazione   si  avrà  per  y  =^J\x) 

y-f.  Ay  =/(j?-4-A), 
ove  h  rappresenta  Tincremcnto  delle  x^  e  quindi 

Ay  =  ADxy  -h  j-^D^y  H-  j^  D^^^y 


Quante  volte  venga  assicurata  la  convergenza  di  questa  se- 
rie entro  dati  limiti  delle  variabili  or,  A,  potrà  il  secondo  mem- 
bro rappresentarsi  sotto  la  formola  simbolica 

Ay  =  (e*»'  ~  l)y, 

ove  e  indica  la  base  Neperiana.  Proseguendo  ad  una  dif- 
ferenza di  sccond*ordine,  si  avrà  per  1*  uso  dei  simboli 

A'y  =  (e'^I^-— l)Ay, 
ossia 

A'y  =  (c'^'^'^ --  D'y. 
Quindi  per  una  differenza  dell'ordine  n'^'"*^  si  troverà 

A«y  ==  (e*^-^  —  l)"y  . 
Annali  di  Scienze  Mai.  e  Fi».  T,  IV.  i^iuqno  1853.  14 
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Qacsla  forinola  la  quale  trovasi  dimoslrata  per  un  numero 
intero,  e  positivo  si  può  per  analogia  estendere  ad  no  nu- 
mero intero,  e  negativo,  nel  qnal  caso  il  primo  membro  rap- 
presenterà un'integrale  multiplo  a  differenze  finite  ,  per  cui 
indicando  secondo  il  consueto  con  2  il  segno  d'iotegraziooo 
finita  si  avrà  la  relazione  fra  i  simboli 


Riferendo  questi  a  delle  funzioni  particolari  si  potranno  ot- 
tenere diiferenti  formolo  già  ritrovate  dai  geometri,  con  le 
quali  un'integrale  multiplo  a  differenze  finite  ò  espresso  da 
integrali  multipli  a  differenze  infinitamente  piccole  aggiuoli 
a  delle  serie  che  procedono  secondo  le  potenze  ascendeolì 
dell'incremento  della  variabile  indipendente.  Cosi  denotando 
con  F{x)  la  funzione  a  cui  si  riferisca  l' integrale  finito ,  e 
ponendo  n  =  1 ,  si  ottiene  dalla  precedente  formoU 


_       F(^) 


^•"(^^^  HD     .-^-yc^)' 


la  quale  è  comunemente  attribuita  a  Maclaurino,  e  più  v.olto 
dimostrata  da  Eulero  ,  (p(x)  indica  una  funzione  periodica 
della  X  j  per  la  quale  si  verifichi  ^f{x)  =  0.  Se  si  svi- 
luppi in  serie  la  funzione  esponenziale  simbolica  (e  '  — 1)'* 
otterremo  facilmente 

JF|.)  =  1.Jf(i)  dx  -j  F{x)  +  B.F'(*)  j^2 

-  »■'"'«  rT3r4  -^  •  •  •  -^  'f^'- 

Bi  9  Ba ,  .  .  .  rappresentano  i  così  detti  numeri  Bcrnoullia- 
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111 

o*    ^    >  5a  >  "n?  >  •  '  •  '^  convergenza  della  serie  non  ha 

Uàogo  generalmenlc,  ma  solamente  sotto  date  coadiziont. 

2.0  II  Sig.  Plana  fin  dal  1820  nel  tomo  25  delle  Memo* 
rio  di  Torino,  giunse  ad  un^  formola  per  mezzo  della  quale 
la  serio  dei  termini  nella  formola  di  Maelaurino,  a  cominciar 
dalla  prima  potenza  di  h,  viene  rappresentata  da  un  solo  in- 
tegrale definito  preso  fra  duo  limili  0,  ed  oo .  La  formola 
di  cui  si  tratta  ó  la  seguente 


lF(x)=ljf(x)àx  -  jF(ar) 


i_f 

!/•— iJc 


F(x  -f-  hil^~ì)  —  V{x  —  ht\^—  1)  ^ 


Abel  nel  tom.  2"^  dolio  sue  Opere  postume  pag.  45  si  propo- 
ne di  determinare  generalmente  2"F(j?)  per  un  solo  integralo 
definito  semplice,  e  per  il  caso  di  i»=:l,  ritrova  in  più  mo- 
di la  prccedento  formola  dovuta  al  Sig.  Plana,  e  che  Tillu- 
strc  geometra  di  Cristiania^  ignorando  la  citata  Memoria  del 
Signor  Plana,  giudicava  nuova.  Mi  propongo  in  questa  Me- 
moria la  risoluzione  della  medesima  questione  di  Abel  per 
il  valore  di  2"F(jr);  formerò  il  confronto  di  altro  formolo , 
che  se  ne  possono  dedurre,  date  similmente  da  altri  geome- 
tri, ed  in  particolare  dal  Sig.  Gauchy  nel  tom.  6.''  delle  Me- 
morie deirfstituto  di  Francia,  ed  anche  in  altra  Memoria  da 
esso  pubblicata  nel  1827  sull*  applicaziqno  del  Calcolo  dei 
Residui  ai  problemi  di  Fìsica  Matematica  :  estenderò  le  for- 
molo, ed  i  risultati  per  gli  integrali  finiti  delle  funzioni  di 
più  variabili  indipendenti.  L^analisi,  che  verrò  ad  esporre  é 
fondata  sulTuso  dei  simboli,  e  delle  caralterisliche  ,  e  mo- 
strerà una  facile,  ed  elegante  applicazione  delle  differenti  for- 
molo ,  ed  equazioni  simboliche  ,  e  che  vengono  adoperate 
dai  geometri  moderni  in    particolare    per  la    risoluzione  di 
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molle  questioni.  Per  il  retto  uso  delle  formolc,  ed  equazio- 
ni simboliche  ripeterò  un'importante  osservazione  del  Signor 
Gauchy  (*),  la  quale  consiste  ad  esaminare  sotto  quali  coq- 
dizioni  sussistano  certe  formole  le  quali  alcune    volte  sono 
esatte,  ed  alcune  volte  inesatte.  Queste  formole    potrebbero 
essere  quello  alle  quali  si  giunge  per  mezzo  dello  sviluppo 
delle  funzioni  in  serie  composte  di   un   numero    infinito  di 
termini,  od  anche  quando  si  fanno  entrare  le  caratteristiche 
sotto  i  segni  d'  integrazione.  L'  illustre  geometra    dice    che 
il  modo  per  riconoscere  l'esattezza  di  queste  formolo  consi- 
ste a  sostituire  i  valori  trovati  per  le  incognite  nelle  equa- 
zioni alle  quali  queste  incognite  devono  soddisfare,  e  ad  esa- 
minare se  queste  equazioni  siano,  o  non  siano  verificate,  e. 
coll'assoggettare  le  serie  introdotte  nel  calcolo  a  restare  sem- 
pre convergenti.    Del  resto  in  diverse  delle  mie    precedenti 
Memorie,  ed  in  particolare  in  quelle  pubblicate  nel  1842,  e 
1843  nel  giornale  arcadico  ho  mostrato  ad  imitazione  di  al- 
tri geometri  i  vantaggi  che  presenta  l'analogia  delle  potenze 
con  le  differenze,  e  la  sostituzione  delle  caratteristiche  sotto 
i  segni  d'integrazione,  nello  integrazioni  delle  equazioni  li- 
neari   differenziali  a  differenze    finite,  e  a  derivate  parziali, 
infine  la  lettura  di  una  dotta  Memoria  del  Sig.  D.**  Angelo 
Genocchi  inserita  in  questi  Annali    nel    settembre    1852  mi 
ha  fatto  richiamare  ad  esame  la  questione,  che  mi  sono  di 
sopra  proposto,  e  che  vengo  a  risolvere  nei  paragrafi  seguenti. 
3.°  Richiamo  ad  esempio  del  Sig.  Plana  ,  e  di   Abel  una 
formola  d'integrale  definito  data  da  Poisson  nel  1813    nella 
seconda  delle  sue  Memorie  sull'olettricità^  e  riportata  anche 
da  Legendre  nel  tom.  2.*'  degli  Esercizi  di  Calcolo  integrale 
pag.  189;  l'integralo  definito  è  il  seguente 

**  d^  sen(t?0 


e^  — 1      r~   J„ 


»27r< 


(*)  Comptes  Rendu»  1843  2*^.  semestre  pa(;.  449  et  suiv. 
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Il  primo  mcimbro  rappresenta  la  funzione  generatrice  dei  nu- 
meri Bernoulliani,  e  si   ridurrà  alla  serie 

"2^       2.3.4"^   2.3.4.5.6       ~    J^   "c^^'^T"!'  " 

Essa  sarà  convergente  come  fa  osservare  il  Sig.  Gauchy  per 
valori  di  v  inferiori  a  2?:.  Sviluppando  egualmente  in  serie 
scn(t7<),  otterremo  per  i  numeri  Bernoulliani  la  formola  ge- 
nerale 


B,  =  4nr    1 


%1tt 


Queste  espressioni  per  i  numeri  Bernoulliani  furono  date  per 
la  prima  volta  dal  sig.  Plana  nella  Memoria  di  sopra  citata , 
e  ad  esse  si  riducono  altre  antecedentemente  date  da  Eulero 
negli  atti  di  Pietroburgo.  Esse  trovansi  ancho  nei  tomo  2.» 
delle  Opere  postume  di  Abel  pag.  222.  Ripreso  adunqnc 
rintegrale  finito  sotto  forma  simbolica 

e     '  —  1 

si  riassuma  la  formola  di  Poìsson  di  sopra  citata ,  e  che  si 
potrà  ridurre  ad 

1         1        1  :>  r*  d^  senfrO 


e 


^— 1      t>        2  J  o      e^'f'  —  1 


e  sostituiamo  la  caratteristica  ADr  alla  v,  e  gli  esponenziali 
immaginari  a  sen(t7^),  e  poniamo  secondo  l'uso  comunemente 
adottato  j/" — 1  =  t  si  avrà 

1         _     1    _  1         2   r"  (g      '  —  e       ')àt 
hD^_j        ADx        2*  "*"     Jo  2»(6""  — 1) 

quindi  soslitaita  nel  secondo  membro  di  2F(x)  ed  osservan- 
do che 


(2U) 
F(x)       *    '^  ''"" 


i^  =  1  /f(x)  (Ix ,     e  "  '  F(x)  =  F(x  -H  Mt) 

Ijr  h  J 


AD. 
si  otterrà  immediatamente  la  formola 


2F(x)  =  1-/F(x)dx  -  1-  F(x)  H-  ? (x) 

r*        d^  F(a?-4-A<t)  —  F(a?  — A<t) 

^    io    e^"^  —  1  '  2t 

la  quale,  come  già  si  disse,  fu  dala  per  la  prima  volta  dal 
Sig.  Plana,  e  dimostrala  in  più  modi  da  Abel;  sopra  la  me- 
desima ripete  a  pag.  227  tom.  2.^  l'illustre  geometra  di  Cri- 
stiania :  <(  Cette  expression  de  VintegrcUe  finie  (Fune  fonction  queU 
conque  me  parait  très-remarquahle^  et  je  ne  crois  pas  qu*  elle  ait 
irouvée  auparavarU.  Alla  stessa  formola  come  fa  osservare  il 
Sig.  D/  A.  Genoccht  alla  pag.  407  del  tomo  Z.^  di  questi 
Annali  1852  sì  riduce  egualmente  un^altra  formola  data  in 
questi  ultimi  tempi  dal  Sig.  Prof.  Schar  in  una  Memoria  in- 
serita nel  tom.  22  pag.  19  dell'Accademia  delle  Scienze  di 
Bruxelles.  Alla  funzione  periodica  (p(x)  sia  sostituita  una  co- 
stante arbitraria  G  ,  e  supponiamo  che  i  due  integrali 
2F(ar),  /F(a')dx  svaniscano  per  x  =  a,  è  chiaro  che  sarà 

r  -  *  Vln\       «r  F(a  -t-  fui)  -  Fja  -  hti) 

ed  insieme 

jF(x)àx=rF(z)dx 
d'onde 

lF(x)  =  IJ'  F{x)  iz  -l  (f(x)  -  F(a)) 

F(x  -h  kti)  —  F(ar  —  htt) 


'X 


-^£ 


a 

■  '■.«<  ■  FK&K   I       I  ■■        ■"■.'#.      •— ^     FIftKI 

d^ 

^t(«"'      li 

OO 

F  la  — t—  nini  — •  r  in  —  fini 

dt 


2i(«»«  —  1) 

F(a  -h  hit)  —  F(o  —  hti) 
2i(e"'  —  1) 


(215) 
Io  seguito  dedurremo  altre  forinole  di  già  Irovatc,  e  consi- 
derate dagli  Analisti,  e  passeremo  ora  alla    determinazione 
deirintcgraic  multiplo  a  diCTenze  finite. 

4.''  Il  valor  simbolico  per  Tintegrale  finito  dell'ordine  nr*'"*'* 
sarà 

e  la  questione  si  ridurrà  a  formare  la  potenza  ft^'''"^  di 
(e^  — 1)~S  la  quale  però  in  fine  non  dipenda  ohe  dal  solo 
Talore  della  potenza  prima.  Ora  é  facile  il  riconoscere,  che 
posto  per  brevità 

1 


c^— 1 


u 


io  allora  m"  dipenderà  da  u  per  mezzo  di  una  equazione  li- 
neare differenziale  a  cocflìcienti  costanti  dell*  ordino  n  —  1. 
Abel  suppone  formata  questa  equazione  ,  e  ne  determina  i 
coefficienti.  Io  amo  piuttosto  di  far  vedere  come  si  compon- 
ga Tequazione  ^auddetta,  il  che  porrà  in  evidenza  la  natura 
dei  coefficienti  medesimi.  Si  eseguisca  nel  precedente  valore 
di  Ji  una  derivazione  relativamente  alla  variabile  indipenden- 
te r,  si  avrà 


—  e^ 


(e''  -  1)' 
9  siccome 


Du, 


e 


(e^  —  1)^       e''~l  ^  (c^—  1)*  ' 
così  si  trae 


(TrzTp'  =  — ti  — Du  =  — (i-f.D)u. 

Proseguiamo  la  derivazione,  verrà 


(216  ) 
Qui  pure  dalla  decomposizione  delle  frazioni 

e^  1  1 


(e"  _  1)3       (e"  —  ìy  ^  (e*  —  1)3  ' 
e  perciò  si  dedurrà  sotto  forma  simbolica 

(e^-!l)3  =  (^  +  PH2  +  P)'«- 

Da  una  nuova  derivazione  si  dedurrebbe  similmente 
1.  2.  3 


(e-  _  1)4  =  -  <*  -^  P)<2  -H  D)(3  +  D)u  , 

ed  iu  generale  per  uq  numero  inlero ,  e    positivo    potremo 
stabilire 

1.  2.  3..(n-l) 


/  -       1..        =  (-1)'-(1+D)(2h-D)(3+D) (n-l^D)u, 

(e    —  1)« 

In  questa  formola  dopo  lo  sviluppo  dei  prodotti  simbolici,  si 
dovrebbe  sostituire  per  u  il  valore 

11  ^  r**    disenvt 


u 


=  -.  —  ;-  -f-  2 


'L 


V        2  Jo    (e*^'— 1)  ' 

e  riferire  insieme  il  simbolo  D  di  derivazione  alla  variabile 
V.  Ognun  vede  che  nell*  indicata  formola  entro  il  primo  ,  o 
secondo  membro  ha  luogo  un'equazione  differenziale  lineare 
a  coefficienti  costanti  dell*  ordine  n  —  1.  Il  coefficiente  to- 
tale simbolico  di  u  rappresenta  la  forma  di  un  fattoriale  di 
Vandermonde,  e  potrà  anche  dipendere  dalla  funzione  T  di 
Legendre.  Infatti  facendo  uso  delle  notazioni  di  Yandermon- 
de  si  ha  per  un  fattoriale 

[aY  =  a(a  -h  l)(a  -f-  2)(a  -+•  3)  ...  (a  -4-  «  —  1) 

come  per  valori  positivi  di  a,  e  per  valori  interi  di  n   ab- 
biamo dalla  funzione  T  di  Legendre 

T{a  H-  n) 


T(a) 


=  [aV  ,  r(n)  =  1.  2.  3.  .  .  (n  —  1). 
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0  perciò  ?crrà 

_!___(— 1)"-»     [D]«      _(— l)"-'     r(D  -f-  n) 

(e''- 1)-  ~   r(fi)     *  D    "*  ~  r(n)     ■    Dr(D)    "* 

Onesta  forinola  potrà  somministrare  se  non  altro  il  valor  sim- 
bolico di  un'integrale  mnltiplo  a  differenze  Gnite. 

S.**  Riprendiamo    come  al  principio  del  precedente    para- 
grafo 

^"^^^^  =      AD  ""-  "^  ^^'^^ 
(c     '—1)" 

e  poDgasi  ADx  =  O  9  avremo  la  nuova  formola 
ovvero 

OTe  il  simbolo  D  si  riferisce  alla  or,  ed  il  simbolo  D  alla  D 
come  se  fosse  una  vera  quantità.  Ciò  posto  come  già  si  è 
fallo  al  paragrafo  3.°  si  riprenda  Tintegrale  definito  simbolico 

cO  —  1  ""  D        2"^Jo        tV^'  — 1)       ' 

e  faceodone  la  sostituzione  nella  prima  delle  antecedenti  for- 
inole, ti  avrà 


r(n) 


D-X        .■(,..-1)     ^'''  *  «<'»  ■ 


Ora  per  una  prima  riduzione  si  vede  ,  che  il  rapporto  dei 

1 
simboli  [D]"  :  D  riferito  alla   costante    ?p  si  riduce  al  solo 


(  SIS  ) 
prodotto  dei  numeri  naturali  da  1  fino  ad  n — 1;  come  anche 


MM  (t  (f 

quindi  per  il  valore  dciriategralc  multiplo  a  diOTcrenzc  finile 
avremo 

^  ^<^)  =  1>r  •  "IT'n  r^''^  "*■  ~2-  ^^'^ 

La  fuDzioue  denotata  per  (p(x)  potrà  essere  o  di  forma  ra- 
ziouale  e  del  grado  n  —  1,  od  anche  di  forma  periodica. 
Restano  a  dichiararsi  le  operazioni  del  simbolo  D  sopra  D» 
e  quindi  di  D  sopra  F(x).  Osserviamo  primieramente  che 
siccome  si  ha 


l  '-'''  'y  =  ^ 


così  sostituendo  ad  a  la  caratteristica  G»  potremo  porre  sim- 
bolicamente 

quindi  per  il  primo  termine  del  seeondo  membro  della  pre- 
'cedente  ultima  formola  si  avrà 


ossia 


ì^7i)F<„=(f;f.-.^.o,)pw. 
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Ma  fai  pare  non  possono  csogairsi  tutte  le  operazioni  di  D 
sopra  ¥(x)j  se  non  si  esegaiscano  gli  sviluppi  del  fattoriale 
come  si  Tedrà  da  qnanto  segnc. 

6.^  Dalla  forma  del  fattoriale  [ap  si  rcde  che  eseguita 
la  moltiplicazione  dei  fattori  a-Hl,  aH-2...a^-n  —  1, 
si  oUerrà  un  risolratO}  che  potrà  rappresentarsi  con 

I  coefficienti  (n), ,  (n), (^)/7-i  possono  determinarsi 

dalle  cognite  relazioni  che  passano  fra  le  radici  di  un*eqaa- 
zionei  ed  i  coeflicienti,  o  a  dir  meglio  fra  le  funzioni  sim- 
metriche delle  radici  dell'equazioni,  od  i  medesimi  coefficien- 
ti, od  anche  per  qualche  altra  relazione  che  passa  fra  i  me- 
desimi, e  che  Terremo  ad  indicare  in  appresso.  Se  alla  quan- 
tità «  si  sostuisca  la  caratteristica  D  ,  la  quale  ria  riferita 
airaltra  caratteristica  O  come  se  fosse  una  vera  quantità  , 
otterremo 

1  1 

■+■  (n)„.,  D.—  -4-(n)„.,.—  . 

Ora  siccome  dalla  derÌTazione  abbiamo  generalmente 
D-.  *  -  (-ÌY-^  1.  2.  3.  .  .(r  -  1)_  (-ir-'  r(r) 

cosi  é  chiaro  che  si  otterrà  simultaneamente  dopo  la  sosti- 
lozione  di  O  =  hDx 

(—!)"-•     [D]» 


r(n)  D 


•F(x) 


=(■ 


(n).  1  ^  in): 


A'D",       n—l  A"-' D,"-«       («— !)(«— 2)  A"-^  Dx"-» 

_  (»)"-»         ^      ^  («)«-■       1     \p,  > 
"*■   T(n)   '  h'D'.~  Tin)   'hhj^'' 
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Le  potenze  reciproche,  e  simboliche  di  Dx  indicano    altret- 
tante integrazioni  sopra  F(x),  quindi  avvertendo,  che  se  fin- 
tegrale  abbia  luogo  a  partir  da  j?  =  a  ,  avremo  per  un'in- 
tegrale multiplo  decomposto  in  integrali  semplici  la  formola 

ss  ■  ■  '(-"i^  =r  iiEiSi''<"  "' 


= f^x ''--■'""'''<'"'"  • 


Fatta  la  sostituzione  di  tutti  questi  integrali,  si  otterrà  una 
somma  d'integrali,  che  potrà  trasformarsi  nell'integrale  di  una 
somma,  ed  ove  il  nuovo  coeflìciente  di  F(z)dz  sarà  un  fatto- 
riale proveniente  dalla  moltiplicazione  dei  fattori 

x^z  X  —  z  x^z 

d'onde  fatto  per  brevità 


Z 


=r-?-')r^'-^)--c^-(-»') 


otterremo  in  fine 

r(n)  D         D     ^  '^  hT(n)J^        ^  ^ 

Il  nuovo  fattoriale  Z  può  anche  esprimersi  per  la  funzione 
r  di  Legcndre,  infatti  come  è  noto  si  ha 

«(a  -  !)(«  _  2)  .,..(«-(«  -  1))=^J:^Ji1L_ 
d'onde 


r 
z  = 


r-?  -  ') 


c-F)  --r-?  -  "  -  ') 
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e  sì  avrà  ancora 


Questo  Yalorc  sostilaito  nell'ultima  formola  dciranlccedcnle 
parag.  5.^  darà  per  l'integrale  finito  multiplo 


^■''"=ri)/: 


■-  -^  ti") 


(X — z  \ 

— n-t-lj 


,  (-1)'  r*  D«]"F(a:  -l-  hti)  -+-[--  /iT'F^x  —  A<i) 

-r 


r(«) 


-I     : d^  -f-  ^Ix), 


Il  secoado  membro  di  questa  formola  dovrà  certamente  coin- 
cidere con  quanto  trova  Abel  sullo  stesso  soggetto  al  tom.  2.^ 
pag*  48  delle  sue  opere.  Faccio  però  qui  un'osservazione  , 
che  secondo  il  metodo  di  Abel  mi  pare  che  potrebbe  re- 
stare difficile  la  riduzione  della  sua  formola  alla  mia,  quan- 
do anche  nella  detta  formola  di  Abel  si  facesse  la  riduzio- 
ne, e  la  somma  di  tutti  gli  integrali  multipli  indefiniti  ad 
un  solo  integrale,  ed  il  che  costituisce  il  primo  termine  della 
OQOTa  formola.  Ciò  proviene  perchè  Abel  non  ha  avvertito 
che  la  funzione 

proveniva  dal  fattoriale  C^]''.  Lo  stesso  può  dirsi  relativa- 
mente al  termine  che  trovasi  espresso  per  Tintegrale  deGnito 
fra  i  lìmiti  di  0  ,  ed  oo .  Nella  medesima  formola  la  <p(x) 
dovrà  contenere  le  n  costanti  arbitrarie  dovute  all'  integra- 
zione. 
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7.^  Lo  sviluppo  del  fattoriale  di  VaDdcrmoude  porta  seco 
palaralmente  la  determinaziono  dei  coefficienti,  o  sulla  quale 
ci  fermeremo  per  un*  istante.  Abbiamo  come    dai   principio 
dell'antecedente  parag. 

J  coefficienti  (n)i  ,  (n)»  »  •  •  -  (^U-i  potrebbero  a  dir  yero 
determinarsi  dalle  note  relazioni  che  passano  fra  i  coefficien- 
ti)  e  le  funzioni  simmettrichc  delle  radici  di  una  equazione; 
ma  possiamo  otteneroe  il  valore  io  un  modo  più  sen>plice. 
É  facile  il  riconoscere  che  fra  i  numeri  denotati  con  (n)^ 
sussiste  la  relazione 

(n  4-  l)r  =  («)r  -+-  n[n)r^,  , 

ove  sia  (n)o  =  1  y  quindi  é  chiaro  che  considerando  (n)^  co- 
me funzione  di  n  di  cui  sia  1  la  differenza  finita,  si  avrà 

A(n),  =  («H-l).-(n), 
e  perciò 

A(nV  =  n(»)^,  ; 

d*ondc 

Cosi  per  r  =  1,  2, 3 1 .  .  si  ricaverà 

(n),=2(n),  (n),  =  2(n2(ii)),  {n)3  =  2  [ni  (  «2(«)  )]   ,  ... 
e  cosi  di  seguito.  Eseguendo  le  integrazioni  indicate  si  trova 
(»),=:2(n)  =  lH.2+3...    ^n-%^  n(n  —  i) 


w, _ _       _  , 
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ossia 

»i{n—l)(3»'  — 7-4-2) 

^'•'^= 17X374 

Nella  stessa  guisa  si  avrebbe  ad  operare  per  gli  altri.  Ag- 
giungeremo che  volendo  cominciare  dai  finali  in  ordine  in- 
versoy  si  avrà  per  l'ultimo 

(«)„.,  =  1. 2.  3 (n—  1)  =  r(n)  , 

quindi  per  il  penultimo  dalle  proprietà  delle  radici  di  nn^ 
equa  rione 

ossia 

(„)„..=  r(«)(i  H- 1  +  1-^...+^) . 


ovvero 


(«)„.,  =r(n)  2(1.)  . 


Egualmente  per  (n)n~^  si  troverebbe 


(„)„.3=r(«)2[L2(l)], 


e  cosi  per  gli  altri.  La  determinazione  di  questi  ultimi  é  d* 
accordo  con  quella  fatta  da  Abel.  I  numeri  (n)i,  (n)^  go- 
dono di  molte  interessanti  proprietà,  e  si  può  consultare  una 

Memoria  del  Sig.  Prof.  Bellavitis  inserita  in  questi  Annali 
dello  scorso  marzo. 

8.®  Nella  nuova  formola  per  2"F(a:)  sviluppiamo  nclfinte- 
grale  definito  fra  i  limili  di  0^  e  di  oo  i  fattoriali  di  for- 
ma immaginaria  col  cominciare  dalle  prime  potenze,  avremo 
un  risultato  della  forma 

Itiy  =  Aa-^-B(lt)*  -+-  C(rf)3  -h  D(lt)^  ec. 

t-fi]-  =  A(— /i)  H-  B(— («)=•  -t-  C(— (t)3-i-  D(-«)^  ce. 


s 


( 
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)• 

ovvero 

M 

'f    — ^ 

—  Ut'  •+•  D«4  . 

•     • 

-+-(AI 

—  C«5  ■+■ ...  ). 

C- 

uy  = 

=  _B<-i-D«4 

1 

•    ■    ■ 

-{Ai- 

-  C<*  -H  ...  >• 

Pongasi 

per  ! 

brevità 

F(^ 

.  4-  htt)  =  g , 

F{x 

-Art)  =5?, 

P 

=  A 

—  o*  -+- . .  , 

Q  = 

Bl  — Dt^  ec. 

c  si  sostituisca  il  tutto  nel  valore  di  2T(x;  j  verrà  V  inte- 
grale definito  fra  i  limiti  0,  ed  oo  a  rivestirsi  della  forma 
datagli  da  Àbel.  Nel  valore  di  Q  viene  per  equivoco  lasciata 
la  prima  potenza  di  1»  e  questo  erroro  viene  riprodotto  an- 
che in  un'esempio.  Infatti  Abel  suppone 

F(x)=c«'  ,     A=l  , 
0  per  n  =  2  ,  deve  essere 

1         _  1        1        1         «    ^*  ^'  ^^^  ^^ 


1         r 


(e«_l)^        2        a        a*  ./„    e^^' —  l 

tdt  cos  at 


-/ 


e2m  _  1 


mentre  esso  scrìve  d^cosat  invece  di  tdt  cos  at.  Aggiungia- 
mo infine  che  il  metodo  esposto  da  Abel  per  la  determina- 
zione di  2"F(.r)  viene  anche  riportato  dal  Sig.  Oskar  Schio- 
milch  distinto  Professore  di  Analisi  nella  scuola  politecnica 
di  Dresda  in  una  sua  Opera  sotto  il  titolo  :  Théorie  der  dif- 
ferenzen  und  Summen  Halle  1848  pag.  170*  Converrebbe  ora 
di  esaminare  alcuni  casi  particolari,  che  presenta  rottenuto 
valore  di  l^Fix)  per  poterne  formare  dei  confronti  con  al- 
tre formolo  dedotte  da  considerazioni  diverse,  ma  prima  di 
venire  a  questo  esame  non  credo  inutile  d'insistere  per  al- 
tro poco  a  far  vedere  come  lo  stesso  valore  di  l'^Fixf  possa 
esser  dedotto  in  altro  modo  anche  più  semplice  di  quello 
esposto  di  sopra,  e  che  ci  darà  in  appresso   norma  per  et- 
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tenere  nuove  forniole  più  generali  alte  a  risolvere  problemi 
somiglianti. 

9."  Avverto  che  l'espressione  i"F(jr)  veriBca  1'  equazione 
lineare  a  diflerenze  finite 

A'^.j  =  ¥(x) , 

la  quale  sarà  inclusa  come  caso  particolare  nell'  altra  equa- 
zione 

(A  -  ryy  =  ¥(x). 

Ora  nelle  mie  Memorie  sull'applicazione  del  calcolo  dei  re- 
sidui all'integrazione  dell'equazioni  lineari,  e  pubblicate  nel 
Giornale  Arcadico  fin  dagli  anni  1835  e  1842  nei  loroi  63 
e  9U;  dimostrai  che  l'integrale  dell'ultima  riportata  equazione 
rra  dato  dalla  formola 


/i-i  — I 


D,    .(1-i-r)'*       2(lH-r)     '^  F{x) 
^""  1.  2.  3.  .  .  (n  —  1) 

e  sarà  anche  completo  l'integrale,  mentre  ad  ogni  deriva- 
zione relativa  ad  r  si  riproduce  un  nuovo  segno  2  d'integra- 
zione, e  perciò  possono  considerarsi  incluse  le  n  costanti  ar- 
bitrarie. Se  l'integrale  abbia  di  più  luogo  a  partir  da  x=ay 
esso  potrà  anche  porsi  sotto  le  forma 


X-T 


»=rTrài  »""'§('-')*    m 


Quindi  se  dopo  le  derivazioni  si  ponga  r  =  0  otterremo  il 
valore  di  2i''F(.r)  decomposto  in  integrali  semplici.  Si  esegui- 
scano le  n  —  1  derivazioni  ivi  indicate,  e  pongasi  per  i  nuo- 
vi fattoriali 

jinnali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  T.IF.  giugno  J853.  iti 
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ta]«  =«(a  —  l)(o  —  2).  .  .  (a—  (»  ~  1)  ) , 


si  ritroverà 


quindi  per  r  =  0  si  otterrà  la  forinola 

2"F(a:)=~lzF(.) 
T(n)  a 

ove  dopo  le  integrazioni  si  dovrà  porre  z  =  x.  Ciò  posto 
per  la  formola  di  Maclaurino  riportata  al  parag.  S."',  sarà 
evidentemente 

^^^       r(n)  •  ^hD,  _i       ^^  ^ 

o  ciò  che  torna  lo  stesso 

"*'r(r.)Jo      t{«^'"  - 1)       ^  ^''- 

Il  prodollo  ZF(2)  pcF  x=  z  sì  ridncc  evidcaletncnlu  a4 

(—l)-"  1.  2.  3.  .  .  .  (n  —  1)  =  (~1)'-'  r(n), 
«omo  anche  per  x  =z 

e'WD.  ZF(5)  =  _LZ_^  F(*  ^-  A<i) 
*-'*'»--  ZF(z)  =  iiiJl  F(x  -  lui) , 
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d^onde  per  la  sostituzione 


^'^^^'^^  =  Àr^r  ^^(")^'  +  ^'^ir^  ^'^)  -^  5<^) 


-r 


d^ 


Questa  forinola  verrà  a  coincidere  con  quella  trovata  verso 
la  fine  del  parag.  6."  col  sostituire  il  valore  di  Z  espresso 
per  la  funzione  F  di  Legendre,  ed  i  valori  dei  nuovi  fatto- 
riali della  forma  [a]/,  per  quei  della  forma  [_aY  :  infatti  per 
questi  ultimi  si  ha 

la]n  =  a(a  -  \){a  —  2)  ...  (a  —  (n  —  1)  ), 

[a]«  =  a(a-+- l)(a  4- 2).  .  .   (a+(n  — 1)) 

e  si  trae  per  la  mutazione  di  a  in  ( — a) 

[_al„  =  (—1)»  iay  ,     l—ay  =  (— 1)«  [a]«  ; 

d^onde  si  scorge  subito  ridentilà  delle  due  formole.  L*ulililà 
del  metodo  testé  adoprato  consiste  principalmente  neiraver 
prima  decomposto  un'integrale  finito  mulliplo  in  un  integrale 
finito  semplice ,  per  poter  quindi  far  uso  della  formola  di 
Maclaurino  rappresentata  da  un'integrale  definito  semplice  . 
Mostreremo  in  altra  memoria  V  utilità  di  queste  riduzioni 
per  gli  integrali  finiti  di  più  variabili  indipendenti,  e  per  le 
integrazioni  delTequazioni  a  differenze  finite. 

10.**  Prendiamo  ora  in  considerazione  qualche  caso  parti- 
colare. Sia  nuovamente  n  =2 1  ,  o  supponiamo,  che  lo  inte- 
grazioni abbiano  luogo  a  partir  da  x  s=  0  ^  in  allora  fui  li- 
ma formola  del  parag.  3.*'  diviene 

2  ¥(x)  =  Ir  F\.r)da:  -  l  (F(x)  -  F(..)) 

O 

r*  F{j:  -i-hti)  —  F(c  —  lui)  .  r*  F{/,tt)  —  V(—hti). 

-4-  I  I      d^  —  I  uf« 
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Che  di  più  si  supponga  estesa  rinlegrazione  fino  Sidx  =  h, 

A 

sarà  2F(x)  =  F(o) ,  ed  avremo 


/ 


'fwjx=ML»)+*-(»h 


iJi, 


2 

F(A-f-  «Al)  —  F(A  —  thi)  —  F(thi)  -H  F{—tki) 


O 


>27T< 


—  1 


d*, 


la  quale  viene  riportata  nella  citata  Memoria  del  Sig.  Dott.'' 
Gcnocchi  alla  pag.  412  degli  Annali  an.    1852.  Che    se  in 

questa  stessa  formola    si    ponga  di  più  -7-  invece    di  t    si 

A 

si  vedrà  in  allora  la  coincidenza  con  quella  data  dal  Signor 
Gauchy  fin  dall'anno  1827  nella  Memoria  sull'  applicazione 
del  Calcolo  dei  Residui  ai  problemi  di  Fisica  matematica 
pag.  8;  e  segnata  n.°  (36) ,  e  riprodotta  di  più  dal  medesi- 
mo Sig.  Gauchy  nel  tom.  6.  dello  Memorie  dell'Instituto  di 
Francia  pag.  609,  e  segnala  n."*  (16).  L'illustre  Geometra  la 
trova  come  caso  particolare  di  altre  formole^  le  quali  servono 
allo  sviluppo  delle  funzioni  in  serie  periodiche.  Soggiunge 
di  più.  La  formule  (16)  paraU  mériter  l'attention  des  géomètres. 
Facendo  altre  supposizioni  sulla  medesima  formola  riportata 
alla  fine  del  parag.  3%  se  ne  potranno  dedurre  delle  altre, 
le  quali  si  applicano  utilmente  a  molte  questioni  di  analisi, 
ed  in  particolare  alla  teorica  dei  residui  quadratici,  come 
fece  il  Sig.  Dott.''  Genocchi  nella  sua  Memoria  più  volte  ci- 
tata. Fermiamoci  per  un'istante  a  supporre  con  Abel,  x  =  oo  , 
e  che  per  questo  valore  sia 

F(a:)  =  0  ,         fV{x)  Ax  =  0. 
In  questa  ipotesi  sarà 

ÌF{x)  =  F(a)  +  F(a  -f-  1)  -f-  F(a  -f-  2) 

a 

e  la  citata  ultima  formola  del  parag.  3  diviene,  per  A  =:  1 
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F(a)  -4-  ¥{a  +  1)  -♦-  F(a  -H  2) 

1       ,  .         /»*  I<{a-l-(i)  —  F{a—tì) 


•    •  •    • 


=/     F{-c)dxH-  -  F(«)  -  f 


/(tf-»'"'   —    1) 


d/. 


Prendendo  in  essa    ¥(a)  =  ~- ,  e  fallo  in  seguilo  a  =  1  , 

a 

i'ì  ollìene  per  la  nota  serie 

111  71*        3        .  r*  tdt 


(l4-f')V"'— 1) 


a  2 


In  questo  esempio  scelto  da  Abel  si  trova  -7-  invece  di  -jr 

4  6 

;omc  deve  essere.  La  medesima  somma  si  può  otlenere  dalla 

seconda    delle    formole  di  questo  paragrafo  ,    col  prendere 

F{x)  =r  jj*  ,  e  sì  troverà  senza  diflScollà 


X' 


OO  «J«  _2 


tdt  li 


e  —  ì       6 

Von  e  diflficile  estendere  le  applicazioni  delle  precedenti  for- 
molo per  la  somma  di  altre  serie,  come  per  esempio 

F(a)  —  F(a-+-1)  h-  F(aH-2)  —  F(a-f-3)    + , 

;he  per  brevità  tralasciamo,  e  nel  seguente  ed  ultimo  parag. 
iella  presente  Memoria  daremo  un  breve  cenno  sulla  forma 
inaloga^  della  quale  si  rivestono  gli  integrali  finiti  delle  fun- 
zioni di  più  variabili  indipendenti. 
11."  Prendasi 

u  =  F(x,  y,  ....)  , 

e  siano  A  =  Ax ,  k  =  Ay ,  ....  gli  incrementi  delle  variabili 
r,  y  ....  avremo  per  Tincremento  della  funzione 

Am  =  F(x  -i-  A  ,  y  H-  i,  ....)  — »  F(x,  y,  ....) 

ie  il  secondo  membro  sì  sviluppa  per  mezzo  del  teorema 
li  Taylor  in  serie  convergente  potrà  esso  porsi  sotto  la  forma 
simbolica 
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\u  =(e  ^      —  ì)u 

e  rappresentando  con  il  simbolo  D  la  funzione  lineare  delle 
caratleristicho  D^:  ,  Dy  ,  ....  j  cioè 

hUx  H-  ADy  -i- .  .  .  =  D  , 
si  avrà 

Am  =  («a  —  l)w  . 

Nella  stessa  guisa  per  una  differenza  seconda 

Ed  in  generale  per  una  differenza  delPordine  n'^''»' 

A"ti  =  {e^  —  l)«w. 

Questa  formola  che  sussiste  per  n  intero  e  positivo,  per  ia- 
duzione  si  estende  ad  un  numero  intero ,  e  negativo  ,  nel 
qual  caso  il  primo  membro  rappresenterà  un'integrale  mal- 
tiplo  a  differenze  finite  di  una  funzione  di  più  variabili,  il 
cbc  porge 

l-F{Xs  y, ...)  =  ^   _^^,    H-  y(x,  y,  ....) 

Per  n  =  l,  si  ha  semplicemente 

F(a?,  y, ...) 
2F(x,  y, )=   gH_i    "•"  ?(^»  y*  •••') 

quindi  se  come  al  parag.  5.®  si  ponga  la  nuova  caratlerislica 
D  sotto  il  segno  d^inlegrazione,  potremo  scrivere  per  la  for- 
mola di  Legendre 

dtie'^'  —  e-'D') 


1      _  _! 1         />*  dr(e^P^— r^D') 


Ora  fattane  la  sostituzione  nel  secondo  membro    della  pre- 
cedente equazione^  è  evidente  che 

F[jc,y,..  .)  F(a?,  y,  ....) 


D  hOx  -H  *Dy  .... 


y 
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rapprcscnlcrà    V  integralo  dell'  equazione    lineare  a  derivate 
parziali 

(ADjc  ■+-  kDy  -H...)  t;  =  F{x,  y,  ...)  , 

quale  potrà  esser  dato  dal  valore  simbolico 

V  =7-    «  /  ie     \  F(ar,y,  ....)dwr. 

Sotto  il  s<^gno  d*intcgrazionc  s'intende  inclusa  un'arbitraria 
funzione  delle  rimanenti  variabili  y, ....  in  modo  che  se  Tin* 
tograzionc  relativatnente  ad  x,  abbia  luogo  a  partir  da  ar^sa, 
o  si  chiami  6(y  ....)  l'arbitraria  funzione,  si  otterrà 

Nello  stesso  modo  per  il  teorema  di  Taylor  esteso  a  più  va- 
riabili indipendenti,  abbiamo 

e'O'  F(jr,  y, ...)  =  ¥{x  -4-  hit ,  y  H-  kti  , ...)  =  § 

e-^^'  F(a?,  y, ...)  =  F(x  —hiì,  y  —  Art  , ...)  =-^' 
d'onde  per  l'integrale  a  differenze  finite  ricaviamo 


La  funzione  tf\x,  y,  ...)  potrebbe  ridursi  ad  una  costante  ar- 
bitraria, ed  anche  restare  funzione  periodica  delle  «^,  y  •  • . 
Formolo  analoghe  sussistono  per  gli  integrali  multipli,  come 
mostreremo  in  altra  Memoria ,  ove  verrà  posto  in  evidenza 
il  nesso,  che  passa  fra  gl'integrali  deirequazioni  a  differenze 
parziali  tanto  finitei  quanto  in6DÌtesime. 
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INTORNO  AI)  ALCrNK  FORMOLE 
CHE  SI  RISCONTRANO  NELLA  TEORICA 

DELLE  SUPERFICIE. 

MiTA 
DEL  MG.  PROF.  W.  BRIOI^CHI 


Le  espressioni  trovale,  dapprima  dal  Sig.  Lamé,  ed  in  se- 
guito dai  Sigg.  Bertrand,  Bonnct  ec.  pei  raggi  di  curvatura 
corrispondenti  al  punto  comune  intersezione  di  tre  super&cie 
ortogonali;  furono  recentemente  dimostrate  dal  Sig.  LiouviU 
le  (*)  quali  casi  particolari  di  altre  espressioni  che  si  riscon- 
trano nella  ricerca  delle  grandezze  dei  raggi  di  curvatura 
delle  sezioni  normali  corrispondenti  al  punto  comune  inter- 
sezione di  tre  superficie  qualunque.  A  questo  scopo  indican- 
do con  u,  Vj  tr  tre  parametri  variabili  esistenti  neljc  equa- 
zioni delle  tre  superficie,  e  ponendo  : 


(a 


i\x   d.r  dy  dy  iz   dz  

dii  dv  dti  dv  du  dt7 

d.r   dx  dy  dy  ds    dz  

dii   dio  dtf  dio  dtf  dir 

dx  dx  dy  dy  dz   dz 

dv   dw  de?  dio  do   dio 


«       ; 


(*)  Journal  de  Maih<^matiques  publi<^  par  M.  LioavìUe.  Decembre  1856.         '^^ 
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il  Sig.  Lioavillc  dà  la  formula  per  la  grandezza  del  raggio 
di  carvatura  di  una  sezione  normale  per  una  qualunque  di 
qaelle  ire  superficie,  per  esempio  per  quella  per  la  quale 
u>  =  cosi.'  formala  medianle  le  E,  ,  E, ,  F, ,  F, ,  F3  e  lo- 
ro derivate,  ed  i  parametri  u,  v.  Analogamente  si  ponno  ot- 
tenere le  formole  pei  raggi  di  curvatura  delle  sezioni  nor- 
mali corrispondenti  alle  altre  due  superficie. 

In  questa  breve  nota  proponiamo  un  mezzo  semplicissimo 
a  dimostrare  la  formola  enunciata  dal  Signor  Liouville,  col 
qaal  mezzo  si  ponno  ottenere  altre  importanti  formole  ap- 
profittando delle  note  ricerche  intorno  alla  teorica  delle  su- 
perficie. Osserviamo  che  assumendo  per  brevità  : 


D=det 


d^x       d"y      d'^ 


Da=  dei 


d«' 

'  d«'  ' 

du* 

dx 
d^  ' 

d7' 

dz 
dv 

ix 
du  ' 

du' 

dz 
du 

d'x 

d> 

d'x 

dr'  ' 

dr»' 

do* 

dx 
di.  ' 

iy 

dz 
do 

dx 
dtt  ' 

iy 

du  ' 

dz 
dii 

Dr  =del 


d^x 


à'y 


d'z 


du  dv  '  du  dt;  '  diidv 


dx  dj/ 

dt?  '  dv  ^ 

dx  dy 

du  '  dw  ' 


H=det 


dx 
cui"  ' 

dr^ 
do    ' 


dy 
du  ' 

dv 


dx        dy 
dto         dw 

si  hanno  le  segaenti  equazioni  : 

1     dE,       ^  _  1.  ^     ^ 

dw  2      dv    *    du 


DH  =zL=s, 


du 


F. 


1^ 

2 


dx_ 
dv 

dz^ 
d» 

dz^ 
du 

dz^ 
do 

dz_ 
dto 


dE. 

dto 


E.    , 


F» 


D.H  =M=det 


2 
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dE,        1     dE,        1/dF, 


dv 


F.     , 


óu    '    2  \  du 


E. 


F.     . 


dF, 
àv 

Fa 


D,H=N=del 


dF, 

l    dE,       l 

dE, 

dFj       1    dE, 

dv 

2     du    '    2 

dv 

dv         2     dto 

F.     , 
E.     , 


H'  =  del 


V 

F.  , 

E,      ,  Fi     ,  F; 

Fi  ,  E,  ,     Fi 


essendo     A  =1/'{È,  E,  —  F,")  ; 


2»l«'«'  -V-  No 


12 


Fa  3      F3  ,      E3 

Ora  la  grandezza  del  raggio  di  curvatura  di  uua  sezione  nor- 
male qualunque  fatta  alla  supcrGcie  u>=cost.'  vien  data  dalT 
espressione 

quindi  si  avrà  anche 

T~  AH 

la  quale  é  Tespressione  data  dal  Big.  Liouville. 

Notiamo  che  supposto  essere  F,  =  F^  =  F3  ==  0  ,  cioè 
nel  caso  delle  coordinate  curvilinee  ortogonali  si  ha  MssO, 
0  quindi  D^  ==  0  non  essendolo  H ,  per  cui  le  linee  rappre- 
sentate dalle  equazioni 

t?  =  cost*,  u>  =  cost*;    u  =  cost',  10  =  cosi'; 

saranno  linee  di  curvatura  per  la  superficie  \o  ==  cosi"".  Ana- 
logaméttte  per  le  altre  due  superficie. 
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Lo  stesso  metodo  conduce  allVsprossionc  della  somma  dei 
raggi  reciproci  di  massima  e  minima  curvatura  per  una  qua- 
lunque fra  quelle  tre  superficie.  Infatti  indicando  eoo  r^  ,  r, 
i  raggi  di  massima  e  di  minima  curvatura  corrispondenti  ai 
punto  di  coordinate  x,  y,  z  della  superficie  to  =  cost.''  si  ha 
la  nota  equazione  : 

1^        1       2D,F,  —  DEa  — D,E, 

r,        r,  ~  A3- 

quindi  si  avrà  : 

i^        1   _2MF,  —  LEa  — NE, 

espressione  formata  colle  Ei  ,  E^  ,  F, ,  F, ,  F3 ,  o  colle  loro 
derivate.  Supposto  F,  =  F^  =  F3  =  0  si  ha  : 

M=0,    L=±E,E.^,    N=ÌE,E.J^ 
e  quindi 

i.      J.  _  _        ^        dlogE,Ea 
r,       r^    ~         aj/^Ej  deo 

ed  analogamente  per  le  altre  due  superficie. 

Nello  stesso  si  potrebbero  determinare  i  raggi  dei  circoli 
osculatori  delle  linee  comuni  intersezioni  delle  tre  superficie^ 

ed  in  generale  si  otterrebbero  formate  colle  £| ,  E, 

e  loro  derivate,  tutte  quelle  espressioni  che  contengono  que- 
ste quantità  e  le  D,  Di  ,  D^  * 

Pavia  il  26  maggio  1853. 
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TEOREMI  DfCROMETRIA  ESTRATTI  DA  UNA 
LETTERA  DEL  SIG.  PROF.  F.  PADULA  DI  NAPOLI 

AL  COMPILATORE 

Signor  Professore 

1.  La  superficie  inviluppo  di  un  piano  che  stacca  da  un 
corpo  dato  un  segmento  di  volume  costante  tocca  il  piano 
mobile  nel  centro  di  gravila  della  sezione  prodotta  nel  cor- 
pO)  base  del  segmento. 

2.  I  centri  di  gravità  de^segmcnti  medesimi  si  trovano  so- 
pra una  superficie  tale  che  il  piano  tangenle  in  un  punto 
qualunque  é  parallelo  alla  base  del  segmento,  di  cui  il  punto 
di  contallo  è  centro  di  gravità.  Nel  caso  di  un*eIlissoidc  le 
dette  due  superficie  sono  due  ellissoidi  simili,  e  similmente 
poste  alla  superficie  dcirellissoidc  dato. 

I  medesimi  teoremi  hanno  luogo  nel  piano  :  così  per  una 
curva  di  2."  grado  le  due  curve  da  sostituirsi  alle  due  sud- 
dette superficie  sono  due  curve  simili  e  similmente  poste  alla 
data. 

Dal  secondo  di  questi  teoremi  si  deduce,  come  corollario, 
il  teorema  del  Sig.  Clausen  che  forma  la  quistione  240  a 
pag.  357  voi.  X  degli  annali  di  Terqucm  e  Gcrono ,  finora 
rimasta  senza  soluzione.  In  verità  esso  dimostra  la  sola  prima 
parte;  cioò  :  La  posizione  di  equilibrio  di  un  galleggiante  mm 
ha  luogo  che  quando  la  distanza  del  centro  di  gravità  del  li" 
guido  spostato  al  centro  di  gravità  del  corpo  è  un  massimo  o 
un  minimo.  Intorno  alla  seconda  parte,  cioè;  o  quando  il  cen- 
tro comune  di  gravità  del  corpo  e  del  fluido  spostato  è  alla  sua 
più  alta  o  più  bassa  posizione^  credo  sia  una  conseguenza  del 
noto  principio  che  in  un  sistema  di  pesi  in  equilibrio  il  cen- 
tro di  gravità  comune  occupa  il  sito  più  alto  o  più  basso  ; 
ma  parmi  vi  abbisogni  qualche  rettifica  nell'enunciato.  E  pe- 
rò intorno  a  ciò  ne  potrò  parlare  quando  le  manderò  le  di- 
mostrazioni di  quc*duc  teoremi. 
Napoli  25  maggio  1853. 
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SOPRA  I  FENOMENI  DI  INDUZIONE  DELLA 

BOTTIGLIA   DI  LEIDA 

NOTA  DEL  D.'^  R.  FEL[CI. 

1   teoremi  l"*,  2<»,  3®  indicati  nella  mia  Nola   inserita  nel 

iD^sc  di  ottobre  1851  di  questo  giornale,  si  veriGcano  anche 

nel  caso  delle  correnti,  o  scariche,  indotte  dalla  bottiglia  di 

Leida.  Per  ciò  dimostrare  ho  seguito  il  metodo    dello  espe- 

riciìze  descritte  da  me  ncIPagosto  di  questo  giornale,  in  quello 

stesso  anno.  Ora  dovrò,  onde  non  fare  inutili  ripetizioni,  li- 

niUarmi  a  dire  i  cangiamenti  che  ho  dovuto  introdurre  nello 

esperienze  citate,  per  il  caso  speciale  ora  trattato. 

1d  luogo  del  galvanometro  ho  impiegata  la  calamitazione 
indotta^  dairindotto  circuito.  Introdussi  dcgl*  aghi  da  cucirò 
neirasse  di  un  cilindro  di  vetro,  avvolto  in  spiralo  dal  filo 
indotto.  La  mia  batteria  era  di  quattro  bottiglie,  della  gran- 
dezza ordinaria;  e  la  scarica  era  misurata  da  4U"  di  un  elel- 
trometro  comune  di  llenly. 

U  metodo  mio  riducendo  tutto  a  dei  casi  di  equilibrio  , 
fra  le  azioni  contemporanee  di  due  circuiti,  non  avevo  a  mi- 
surare delle  intensità  magnetiche;  ma  bensì  dovevo  osservare 
se  il  magnetismo  era  indotto  o  no,  ponendo  Pago  nella  spi- 
nlina  indacenlc;  o  per  questo  mi  servivo  di  un  sistema  asta- 
lieo  da  galvanometro,  davanti  a  cui  portavo  l'ago  dopo  la 
scarica. 
J  circuiti  erano  isolatissimi. 

Il  più  piccolo  spostamento  nelle    condizioni    di  equilibrio 
dei  miei  circuiti  bastava,  per  dare  repulsioni  di  40""  sul  mio 
sislema  astatico. 
Il  diametro  dei  fili  di  rame  era  di  0*^,  006. 
Le  reiistenze  dei  circuiti  erano  di  15^",  00  dello  stesso  filo. 
Gli  aghi  avevano  0",  048  di  lunghezza  ,  0*",  001    di  dia- 
metro; scelti  d*acciajo  non  molto  temperato^  allo  stato  nata* 
rale,  e  cangiati  dopo  ogni  scarica. 
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Il  magnetismo  era  sempre  indotto  nello  stesso  senso  io 
cui  lo  sarebbe  stato ,  facendo  percorrere  il  circuito  indotto 
da  una  corrente  continua,  nella  direzione  stessa  della  corrente 
della  pila. 

La  conclusione  di  queste  esperienze,  è  che  l'induzione  detta 
scarica  della  bottiglia  di  leida  è  compresa  nella  stesta  teoria  ma- 
tematica  deWinduxione  elettro  dinamica. 

I^ETTEBA  DEL  SIG.  COMM.  L.  CICGOLINl 

AL  COMPILATORE. 

Sig.  Professore 

Dal  palazzo  di  Malta  18  Giugno  1853. 

Sono  a  pregarla  a  volermi  usare  la  compiacenza  di  an- 
nunciare ne'suoi  Annali  la  pubblicazione  per  le  stampe  di  una 
mia  piccola  opera  intitolata  «r  Osservazioni  critiche  su  quanto 
scrisse  del  Calendario  il  Dclambre,  e  Replica  alla  sua  rìspo^ 
sta  contro  parte  delle  medesime  inserita  nel  primo  libro  del- 
la sua  Istoria  dell'Astronomia  Moderna  di  Lodovico  Ciccoli- 
ni  Comniendatore  di  s.  Giovanni  Battista  di  Orvieto  del  S. 
M.  O.  G.  già  Direttore  della  Specola,  e  Professore  di  Astro- 
nomia nella  Università  di  Bologna,  e  Socio  di  più  accademie. 
Roma  TipograGa  Sai  vi  ucci  1853.  »  E  perché  Elia  Sig.  Pro- 
fessore sia  informato  di  quanto  concerne  lopera suddetta  le 
dirò,  che  il  Gne  che  io  mi  proposi  dettando  queste  osserva- 
zioni fu  quello  principalmente  di  correggere  alcuni  luoghi 
fallali;  ed  illustrarne  alcuni  altri  che  abbisognano  di  schia- 
rimento, affinchè  il  pubblico  traesse  maggior  proGtto  dagli 
scritti  di  sì  celebre  autore  qual'é  il  Dclambre.  Ed  essendo 
che  mi  paresse  di  non  passare  sotto  silenzio  la  noncuranza, 
e  direi  quasi  il  disprezzo  eh'  egli  manifestò  ad  ora  ad  ora 
pel  Calendario  Gregoriano,  giudicai  di  dare  insieme  allo  os- 
servazioni suddette  quei  passi,  i  quali  o  direttamente,  o  in- 
direttamente si  oppongono  alPuso  di  quello^  e  di  non  lasciarli 
senza  risposta,  cosa  utile  a  farsi  sopratulto  pei  giovaui,  af* 
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fiaehé  dob  dessero  in  qualche  errore.    E    perciocché  io  (re 
diversi  tempi  detto  faori  1* autore    quelle  opere  nelle  quali 
Cratld  ancora  del  Calendario»  così  in  queste  osservazioni  se- 
llali r ordine,  col  quale  dette  opere  vennero  a  luce:  inco? 
yniociandolie  sul  suo  Compendio  di  Astronomia,  e  continuan- 
dole ria  via  sull'Astronomia  teorica,  e  pratica,  e  per  ultimo 
sopra  una  Memoria  di  lui  inserita  nella  conoscenza  do'tempi 
per  il  1817.  Quantunque    Gnalmentc    correggesse  l'Autore 
Della  Memoria  suddetta  alcune  cose  dette  prima  nell'  Astro- 
nomìa teorico  pratica,  ed  anche  in  quest'ultima  ne  rettificasse 
«iilcuqc  altre  che  si  trovano  nel  Compendio,  ciò  non  ostante 
facendosi  vantaggioso  a  chi  non  possiede  tutte  tre  le  mento- 
vale c^re  di  avere  le  correzioni   divisamente,    divisamente 
le  scrissi  citando  per  ordine  la  paginazione  loro,  e  non  om- 
neltendo  di  notare  le  correzioni  fatte  quindi  da  lui. 

Queste  mie  Osservazioni  non  furono  punto  gradite  dal 
Cav.  Delambre,  e  scrisse  contro  le  medesimo  una  replica  as- 
sai poDgente,  che  pubblicò  nel  primo  libro  della  sua  Istoria 
^elfAstronomia  Moderna,  alla  quale  replica  io  non  lasciai  di 
snbito  rispandere,  ma  questa  mia  risposta  solamente  quest' 
oggi  viene  in  luce  col  suddetto  titolo  di  Osservazioni  ec.  Ho 
credalo  bpn  fritto  di  unire  alla  medesima  ancora  le  mie  Os- 
servazioni precedenti,  affinché  il  Lettore  sia  compiutamente 
Infonmlp  di  cosa  si  tratta. 


SUR  UN  PRINCIPE  D'ÈLECTROSTATIQUE 
IlECONNU  PAR  M.  LE  D.'  PALAGI. 

LETTRE  (•) 
0E  m.  P.  YOLPl€ELLl  A  M.  ABAOO 

»  P^mettez,  Monsieur,  que  je  vienne  vous  rcndrc  comptc 
''qh  principe  électrostatique,  reconnu  par  M.  le  D.'*  Palagi, 

n  Questa  lellera  del  Sig.  Prof.  Volpicelli,  estratta  dai  Conto  Reso 
Wr Accademia  delle  Scienze  di  Parigi,  T,  XXXVI,  p.  4042,  è  relativa 
a  quanto  sullo  stesso  proposito  avvertii  nel  fascicolo  del  testé  decorso 
aprile  pag.  157.  3-  T. 
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de  rUnivcrsité  de  Bologne,  et  quc  j*  ai  confirmé  luoi-méinc 
par  des  cxpéricnces  ultérieures.  Yoici  Ténoocé  da  principe  : 
((  Un  corps  d  une  nature  quclconque ,  si  ,  en  changeanl  de 
»  piace^  il  decneure  isolò,  dévcloppc  une  (ension  électriqae, 
»  positive  ou  negative^  selon  qu'il  s*approchera  ou  s'éloignera 
»  d'un  autre  corps.  » 

»  Dès  1788,  le  physicien  anglais  William  Nichoison  lui , 
à  la  Société  royale  de  Londres  (^),  la  description  d'  uà  mé- 
canisme,  doni  on  obtcnait,  par  le  moycn  d'une  manivelle^  Ics 
deux  états  électriqnes  ,  sans  frottement  ,  ni  communicalion 
avec  la  terre.  L' action  de  cct  instrumcnt  était  telle  ,  qu*  il 
prodnisait  les  deux  états  élcctriques  par  les  rapprochomcnts 
ci  les  cloigncmcnts  alternatirs  do  quclques-nnes  de  ses  par* 
tics,  maintenues  isolées.  Pourtant  M.  Nichoison  no  sul  re* 
counaitre  dans  son  instrumcnt  qu'une  nouvelle  machine  éle- 
ctrique,  sans  y  apcrcevoir  le  principe  d*où  procédait  uniqae- 
mcnt  reffct  qui  en  resultali.  Quei  qu*il  cn  soit,  il  me  scm- 
ble  que  c'cst  là  le  premier  indice  quc  nous  offre  rhistoire  de 
l'élcctricitè,  touchant  le  principe  de  M.  Palagi. 

»  En  1803,  M.  Erman  pablia  un  mémoire  intéressanl  sur 
rélectrométrie  atmosphériquc  (**)j  et  ses  expériences  rappor- 
técs  dans  ce  mémoire  sont  toutes  dépendantes  du  principe 
électrostatique  doni  nous  parlons,  et  qu'  il  ne  reconnut  pas 
non  plus.  M.  Erman  vit  de  plusieurs  maniéres,  qu'  en  rap- 
prochant  ics  électrométrcs  de  Weiss  cntre  cux,  et  cn  Ics  rap- 
prochant  d'autres  corps,  on  obtcnait  des  indices  d'électricité 
negative;  et  qu'au  contraire,  en  Ics  éloignant  Tun  de  T  an- 
tro, soit  du  sol,  soit  de  tout  autre  corps^  on  avait  des  indi- 
ces d*élcctricité  positive. 

»  Ce  physicien  reconnut  que  ce  phénomène  n'  était  point 
du  tout  dù  à  rélectricité  atmospbérique,  contraircmcnt  à  ce 


C)  Philosophical  Tran*».,  voi.  LXXVIII,  p.  403. 
('*)  Journal  de  Physìquc,  ilo  Chimie,  eie.  par  Delamétherie,  t.  LIX, 
pag.  08. 
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T^^  Saassnre  arait  peosé  antérieuremenl,  d'après  une  oxpé' 
nence  analogne  qQ*il  avait  faite;  cependaot  M.  Ermao  se  li- 
miti à  conciare,  des  faits  par  lui  observés,  que  la  caase  de- 
▼lit  en  ^(re  attribaée,  soit  à  la  manière  doni  rélcctricité  se 
dblribae  dans  les  corps ,  soit  aax  atmospbéres  éleclriqaes 
qai  les  enveloppent. 

»  Ce  mémoire  de  M.  Erman,  tant  par  les  expériences  qu*it 
croDlieol,  qae  par  Ics  raisonnements  qui   les  accompagneul , 
€Ìoii  élre  coosidéré ,  ce  me   semble  ,  comme  un  second  pas 
liien  avance  vera  le  principe  de  M.  Palagi. 

»  Le  pbjsicien  fran^ais  M.  Pellier  connul  les  bclles  cipé- 
rienees  de  M.  Erraan,  et  il  cn  instilua  d*autres  semblables  , 
de  1838  à  1845;  les  unes  et  les  autres  dépcndantcs  du  prin- 
cipe ènoncé,  et  qa'il  n*aper<^ut  pas.  La  seule  conclusion  qu* 
il  lira  de  Ioates  ces  expériencés  fot  de  reconnaitre  la  néces- 
tité  d'attriboer  à  la  simple  influence  cotte  électricité^  mani- 
ieslèe  par  les  électromètres  qui  ser?ent  à  la  meteorologie , 
si  de  reconnaitre  la  terre  comme  la  source  uniqne  do  l'éle- 
clrìeité. 

»  M.  Louis  Palmieri,  physicìen  napolilain,  publia,  en  no- 

venbre  1850,  quelques-nnes  de  ses  expériences  et  observa- 

liooade  meteorologie  électrique,  dans  lesqaelles  il  eut  pla- 

man  foia  Foccasion  de  reconnaitre  les    elTets  de  la  tension 

électriqne,  produits   positivetnetU  cn  éloignant  des  corps  les 

DOS  des  antres,  et  négalivement  en  les  rapprochant  entro  eux; 

naia  ce  pbjsicien  ne  lit  nullement    dépendre    ces    elTets  da 

principe  déjà  exposé. 

»  C'osi  M.  Palagi  qui,  en  1852,  a  su  reconnaitre  le  prin- 
cipe électrostatiqne  déja  formule,  et  y  a  snbordonné  les  faits 
observés  par  les  physiciens  dont  je  vicns  de  parler.  Muni 
d*an  bon  électroscope  de  Bohoenberger,  et  Temployant  avec 
toules  les  précautions  requiscs  poar  bien  se  servir  de  cet  ìn- 
stromeni  si  délicat/M.  Palagi  mcttait ,  rooyennant  un  petit 
fi!  de  caivrc  recouverl  de  soie  et  verni,  un  corps  quclcon- 

jinnali  di  Scienze  MaL  efis.  T.  IF.  giugno  1853.  i6 
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quc  en  comma nicalion  avec  leleclroscope;  puis,  isolant  pa^ 
faìtcment  lo  méme  corps,  il  Tapprochait  ou  réloìgoait  d'in 
aatrc  corps  noo  isole,  commc  du  sol»  d'un  mor,  d'un  trbit, 
c(c.  Il  yit  qa'  CQ  opéraat  de  cclte  manière  dans  nn  espaci 
OQvcrt,  et  sans  corps  cnvironnanls,  Télcctroscope  donqail  eoa- 
stammcnty  dans  le  cas  de  rapprochcmcntj  dea  sigqes  de  leifc> 
Sion  éleclronégalive»  et  dans  le  cas  d*éloignement  dea  signes 
opposés.  11  vit  aussi  quo ,  quelle  que  fùt  la  direcUop  da 
mouvcment,  soit  en  s'  éloignaol  9  soii  cu  se  rapprccbant  da 
corps  isole,  et  que,  quelle  que  fùt  la  nature  de  ce  corps , 
qu*il  fùt  bon  ou  mauvais  conducteur,  toujours  le  Bènie  bit 
se  vériGait  conformément  au  principe  plus  baut  établi* 

»  M.  Palagi  répéta  ces  expùriences  plusieara  foia  »  et  de 
plusicura  manières,  d*abord  à  Bologne,  pois  à  Florenee,  ea^ 
suite  à  Rome,  où  il  voulut  bien  m'y  faire  prendre  part. 

»  M*étant  convaincu  de  la  vérité  du  principe  prociamé  pir 
M.  Palagi,  et  de  la  justcsse  de  ses  expériences;  et  voulaat 
confirmer  moi-mème  le  toul,  Je  rcconnus  que  daua  les  bmmi- 
Tements  nécessaires  pour  éloigner ,  ou  pour  rapprocher  uà 
corps  isole,  d'un  autre  corps  non  isole,  il  7  avait  défeloppe- 
ment  d'une  tension  électrique,  provenant  uniquement  de  l'ex- 
pcrimentateur,  isolò  lui  aussi.  Par  suite  de  rinterTention  de 
cotte  électricité  nou velie,  il  arrivait  quelquefois  que  lea  ma* 
nifcstations  de  l'électroscope  ótaient,  ou  toutes  deus  dans  la 
memo  sens,  ou  bien  que  Tane  des  deux  6tait  nulle,  oa  trés- 
faible,  et  à  peine  sensible.  Ainsi,  par  exemple  ,  dans  le  cas 
de  développement  d  électricité  positive  par  le  frottemeot  des 
babits,  et  en  mème  tcmps  d'électricité  negative  par  le  rap* 
prochement  du  corps  isole  d'un  autre  corps  non  isolé>  si  la 
premiere  électricité  surpassait,  ou  était  égale ,  oa  bien  pen 
inférieure  à  la  seconde,  Tindication  correspondante  électra* 
scopique  était  ou  positive,  commc  elle  eùt  dù  1'  étre  ai  na 
éloìgnement  avait  cu  lieu ,  ou  bien  nulle ,  comme  ai  aociiB 
changement  de  lieu  ne  se  fùt  opere,  ou  cnfin  asaex  faible* 
ment  negative. 
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»  Par  là  je  fus  conduit  à  recoDoaitre  pourqaoi  le  phéoo- 
iMie  était  nolablciDCot   moins  scosible  daas  un  lica  ferine, 
foe  diiis  an  licu  ouvcrt  et  élcvé.  Eq  elTet ,   le  principe  de 
M.  Palagi  se  manifeste  peu  dans  le  premier  cas  »  par  suite 
de  rinflucnce  des  corps  cnvironnant  le  corps  mis  cn  mouve^ 
Beat,  tur  lequei  on  expérimcnte;  tandis  que  daus  le  secondi 
cas,  le  méme  principe  produil  des  indications  asscz  scnsibles 
par  le  manque  de  rinCuence  indiquée.  Or,  la  cause  pertur* 
kalrice  du  phénoméne^  c*est-à-dire  Télectricité  produite  par 
reipérìmentatear,  cxistant  daus  les  deux  cas,  il  s*cnsuit  qne 
les  indicatioas  électroscopiques  ducs  au  principe,  seront  bien 
plos  exposécs  k  ótre  neutralisées  par  celles  qui  soni  dues  à 
b  caose  perturbatrice  ,  quand  on  expérimcnte  dans  un  eu- 
droit  ferme,  que  quand  on  expérimcnte  dans  un  endroitouvert. 
»  Pour  faire  disparaitre  cette  diflìculté,  et  obtenir  de  pou- 
Toir  facilemenl  rcconnaitro  le  principe  cn  expérimentant  mé- 
ne daas  un  cabinet,  je  rcproduisis  Ics  rapprocbements  et  les 
fioigiDemenU  dans  le  vide.    Je  pris  à  cctte    fin  un  tube  do 
verre,  long  d'environ  1*",  5,  et  Tayant  pri?é  d'air,  je  fis  qu* 
on  corps  quclconque  fut  place  dans  rintéricur  do  ce  tube , 
fi  qoe  la  base  métallique  de  cclui-ci  communìquat  avce  Téle- 
ctroseope.  Les  cboses  ótant  ainsi  disposées ,    il    cn  résultait 
l'éiiounatìoD  de  tonto  cause  perturbatrice  provcnaut  de  Téle- 
ctrìcité  atmospbériquc,  et  de  celle  procédant  de  lopérateur. 
Qo  ?il  alors  le  principe  dont  il  s'agitse  manifcster  constam- 
■leDl  et  d*nne  manière  marquée,  quoique  1*  opération  se  fit 
fB  lieo  clos.  On  vit  méme  que  les  corps,  bons  ou  mauvais 
coodoctears,  obéissaient  indistinctemcnt  au  principe  indiqué. 
ji  Afiin  d*  obtenir  ensuito  de  plus  grandes    manifestatious 
d'éleetricitè,  en  opérant  dans  un  lien  ouvert,  je  fis  construiro 
oo  appareily  dans  lequei  une  tige  longue  d'environ  l'",5,  termi- 
oée  i  foa  extrémité  inférieurepar  un  globe  d*environ  0"',2   do 
diamétre,  le  tout  recouvert  d'une  lame  d' étain,  pùt  tourneir 
anfonr  d*an  axo  horizontal  de  verro,  et  isolantparfaitement. 
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PlaQant  ensuite  cn  communication,  aa  moyen  d*uD  ruban  de 
cuivrc,  Taxc  ci  le  globe,  avec  l'électroscopc,  je  vis  le  prìn- 
cipe de  M.  Palagi  se  vérificr  toujoars  exactemcot^  mais  d*oiìe 
manière  bien  plus  prononcée.  Je  pris  ensuite  un  éleclromé- 
tre  condensalcur  de  Volta,  et ,  le  tenant  en  communication 
avcc  la  tige  dans  chacunc  de  scs  demi-rota tions  ascendantes, 
j'accumulai,  avcc  qnatre  senlemcnt  de  ccs  rotations,  assez  d* 
élcctricité  pour  fairc  diverger  les  paìileltes  de  V  électromé* 
tre,  jusqu'à  Icur  faire  toucher  les  parois  intérieures  du  ré- 
cipiciìl  de  verro,  dans  Icquel  elles  soni  placées.  En  ce  cas, 
rélectricitè  accumulée  ctait  positive  conformément  aa  prin- 
cipe, parco  quo  lo  globe  avcc  la  tige  dans  chaqae  demi-ro- 
tation  ascendante  s'  éloignait  du  sol.  Je  rocueillis  anssi  Téle- 
Gtricitó  développée  par  la  tige  tcrminée  en  globe,  dans  cba- 
cune  de  ses  demi-rotalions  dcscendantes,  et  j'obtins  nnedi- 
vergencc  ègaleracnt  grande  pour  un  nombre  égal  do  demi- 
rotations;  en  ce  cas,  l'clectricité  fut  trouvée  negative,  parce 
quo  la  tige  ainsi  quo  le  globe,  dans  cbacunc  de  ses  demi- 
rotnlions  dcscendantes,  s'approchait  du  sol. 

»  J*obtins,  avec  le  mème  instrument,  la  charge  tant  positive 
quc  negative  du  carré  magiquc,  et  de  la  bouteille  de  Leydc. 

»  Le  principe  électrostatique  de  M.  Palagi  étant  mis  de 
ccttc  manière  dans  uno  parfailo  èvidence^  il  reste  à  rcxamì- 
ncr  dans  scs  lois,  c*cst-à-dire  par  rapport  à  la  vitesse  et  à 
la  nature  des  mouvcmcnts,  aux  dislances,  aux  surfaces,  ani 
masscs,  à  la  forme  et  à  la  nature  dcs  corps.  Il  y  aura  anssi 
à  rechercber  la  cause  du  principe  lui-mème,  à  examiner,  par 
exemple^  si  elle  ne  consistcrait  pas  dans  la  perturbation  de 
rèquilibre  de  réther  par  le  rapprochement  et  réloigncment 
mutuel  dcs  corps.  Si  Ton  rcfléchit  quc  rélectricitè  et  le  ca- 
loriquc,  sclon  les  docirines  moderncs  de  la  mécanique  mo- 
léculaire,  sont  considérés  (^)  comrae  des  modiGcations  stati* 

(*)  MossoUi,  Lez.  elem.  di  fìs.  mat.^  t.  II.  Firenze,  1845.  Melloni, 
Sur  ridenlité  dcs  diverse»  radiations  lumincuses  ,  calorifique«  et  chi- 
roiques  (Bibl.  univ.  de  Genève,  mai  1842). 
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(iiies  et  djnamiques  de  1*  éthcr    environnant    les   moléculcs 

pondérableSy  d'  aurait-on  pas  un  plaasiblc  appui    poar  indi- 

qaer  la  caasc  du  principo  que  nous  avons    référé?  Ce  qui 

est  cerUin»  c'cst  qae,  dans  les  cxpérieuces  doni  il  vieni  d* 

èlre  parie,  on  troavc  aoe  antro  origine  d'  élcctricité  entié- 

rement  indépendanle  de  Taction  cbimiquc.  » 

GUIDA  DEI  NAVIGANTI  A  LUNGO  CORSO 
DI  VINCENZO  GALLO 

Imp,  R.  Professore  di  Navigazione. 
Triesle  1853.  1  voi.  in  8. 

ARTICOLO  DEL  P.  A.  SECCm 

L'importanza  dcfraslronomia  male  può  giudicarsi   dai  pa- 
^li  continentali,  che  osservano  i  fenomeni  celesti  al  più  co- 
^De  una  <;uriosità  dilettevole^  e  soltanto  assai  pregicvolc  quan- 
^  che  più  astrusi  e  misteriosi  sono  i  risultamenti  che  se  ne 
Baimo.  Ma  presso  i  popoli  navigatori  di  ben  altra  importanza 
"^eniie  essa  in  ogni  tempo  tenuta  ^  come  quella  da  cui  sofà 
dipendeva  la  loro  prosperità,  fortuna,  e   vita.  Quindi  ò  che 
^si  furono  sempre  i  promotori  più  ardenti  di  questo  studio, 
^  senza  il  gran  problema  delle  longitudini  ,   forse  noi  man- 
deremmo anccnra  di  una  esatta  teorìa  lunare.  Egli  è  dietro 
queste  considerazioni  che  ci  gode  Tanimo  in  vedere  comparire 
in  Italia  Topera  di  cui  diamo  conto^  la  quale  ha  per  iscopo 
di  compendiare  in  un  volume  non  grande  il  frutto  delle  im- 
mense fatiche  e  sforzi  dell'umano  intelletto,  e  porgerli  sotto 
l'aspetto  di  semplici  regole  pratiche  di  navigazione  ai  mari* 
^rì  che  si  accingono  a  lungo  corso. 

L*aatore  in  un  altra  opera  di  cui  fu  già  reso  conto  (*)  in 
questi  annali,  avea  raccolto  le  istruzioni  teoretiche  più  im- 
portanti per  formare  un  completo  marino  ,  in  questa  invece 

n  Trattato  di  Navigazione.  Trieste  1851.  V.  questi  Annali  toni.  2^ 
M.i8«l,pag.  195. 
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si  limita  n  dare  le  nude  regole  pratiche  per  la  soluasione  di 
tatti  i  problemi  più  difficili  clic  possono  occorrere  a  bordo 
d'un  bastimento  in  un  lungo  viaggio.  Queste  regole  sono 
chiare,  e  date  senza  algoritmo  algebrico,  il  quale  non  è  intelli- 
gibile dalla  maggior  parte  dc'piloti,  però  esse  sono  ben  preci- 
sate, e  le  operazioni  ben  distinte,  ed  ogni  volta  illastrate 
con  un  esempio,  o  anche  più,  secondo  il  bisogno  ed  i  varii 
rasi.  Esposti  i  metodi  generali  per  qualunque  viaggio,  trat- 
tasi nella  2,^  parte  del  viaggio  nel  circolo  massimo,  e  su  que- 
sto punto  importante  egli  entra  assai  addentro  sviluppando 
il  metodo  del  Sig.  To\^'son,  e  dandone  le  tavole  e  le  Ggure 
necessarie  che  mollo  facilitano  la  soluzione  pratica  del  pro- 
blema. Ma  per  quanto  le  teorie  sieno  esalte,  esse  sono  pur 
sempre  insufficienti,  sia  perchè  sono  difficili  a  trattarsi ,  sia 
perché  non  sempre  si  possono  avere  dati  esatti  per  applicar- 
le, sia  perchè  circostanze  Gsiche  incalcolabili  le  rendono  in- 
sufficienti: quindi  nella  3.^  parte  gli  tratta  della  cosi  detta 
navigazione  per  istima,  la  quale  molle  volle  è  la  sola  che  possa 
usarsi,  ed  è  poi  sempre  utile,  se  non  altro  per  controllare  i 
risultati  do'calcoli. 

In  questa  opera  Egli  dà  i  più  utili  avvertimenti  per  te- 
nere in  buon  ordine  il  giornale  della  navigazione,  per  pre- 
munirsi contro  gli  errori  che  possono  nascere  dalle  correnti, 
e  parla  de'limiti  de'venti  periodici  o  costanti  ec.  Queste  ma- 
terie sono  troppo  importanti  anche  ai  Gsici  ,  e  troppo  poco 
conosciuto  tra  di  noi  ,  perchè  non  sia  opportuno  di  trat- 
tenerci alquanto  su  di  esse  ,  credendo  di  fare  in  ciò  cosa 
grata  ai  lettori  di  questi  Annali,  e  anche  airaotore  nel  dar 
qui  intomo  a  questa  materia  un  cenno  più  ampio  di  quello 
che  il  piano  della  sua  opera  non  gli  permetteva  di  fare.  Noi 
prenderemo  le  principali  informazioni  dal  colossale  lavoro  che 
in  parte  già  eseguito  si  sta  attualmente  proseguendo  all'os- 
servatorio di  Washington  negli  Stati  Uniti  sotto  la  direcione 
del  Sig.  Manry,  i  cui  studi  sono  stati  coronati  dal  più  felice 
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«itcesso,  sino  a  poter  predire  il  namcro  preciso  de^  giorni , 
iitaì   avrebbe  fallo  il  viaggio  da  Nuova  York  a  S.  Fraa- 
òsco  della  California,  chi  avesse  segnile  le  traccia  da  lui  in- 
ficile. 

Il  Sig.  liaurj  è  arrivato  a  classificare  entro  limiti  assai 
preesi  il  gran  sistema  di  venti  costanti  che  regnano  sulla  su- 
perficie deirOceano  :  ne  ha  scoperto  dei  nuovi  periodici  »  e 
dietro  queste  osservazioni  ha  fissato  la  direzione  generale  dei 
Testi  del  globo,  e  lo  stesso  a  un  dipresso  va  facendo  per  le 
eorrenti  marine  (^). 

Gli  immensi  materiali   necessari  a  tal  opera  sono  stati 

KMMiioistrali  al  Sig.  Maury  appunto  dai  Giornali  di  viaggio 

o?e  si  registra  il  corso  di  ciascuna  nave  (Log  Books)  ^  e  si 

tiene  esatto  conto  di  tulli  i  fenomeni  meteorologici  che  oc- 

eorrMo  durante  il  viaggio,   notandosi  almeno  ogni  due  ore 

b  posizione  del  vascello,  la  temperatura  dell'aria  e  dell'acqua 

del  taMire,  ìa  direzione  e  forza  del  vento,  e  lo  alato  dell'at- 

Mfera.  Il  numero  dì  tali  registri  discussi  é  di  molte   mi* 

gliaia,  e  ciascuna  nave  si  dà  premura  di  inviargli  il  suo,  ri- 

(eyendone  in  cambio  una  piccola  ricompensa  o  le  carte  ma« 

noe  già  falle  e  pubblicate  a  spese  del    governo.    Lo  scopo 

primario  di  tanto  vasta  impresa  è  quella  di  servir  di  guida 

ai  marinari  onde  possano  in  ogni  stagione   scegliere   quella 

III  che  più  presto  li  conduce  al  loro  termine.  Dal  confronto 

delie  hmgfaezze  dei  viaggi  fatta  dal  Sig.   Maury  medesimo 

In  i  vascelli  fomiti  delle  sue  carte,  e  quelli  che  non  lo  so* 

M  risulta  che  i  primi  sono  sempre  i  più   rapidi  ;  e  che  in 

totalità  la  marina  americana  fa  i  suoi   tragitti  in  un  tempo 

fiè  breve  che  tutte  le  altre    nazioni  ;  il  che  avvantaggia  il 

coHUDerdo  americano  di  molti  milioni  all'anno. 

Ma  lasciando  da  parte  queste  considerazioni  noi  esporremo 


n  Lent.  Vaafy's  InTestigations   on  winds  and    current«   of  ihe 
wa.  App.  to  Washing.  asir.  obs.  for.  1846  Wash.  1851. 
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qui  brevemente  la  somma  delle  conclusioni   principali  a  coi 
si  è  giunto  in  questo  lavoro^  che  più  direttamente  risguar- 
dano  la  scienza. 

E  noto  che  nelle  zone  intertropicali  della  Terra  esistono  di 
qua  e  di  là  dairequatore  due  sistemi  di  venti  costanti,  e  di- 
retti nel  nostro  emisfero  verso  il  Nord-Est,  e  nciraltro  verso 
il  Sud-Est  conosciuti  sotto  il  nome  di  venti  alisei  (  Trade 
vt^inds)  ed  è  noto  come  tale  sistema  di  correnti  venga  spiegato 
mediante  Taziooe  del  calore  solare  su  quelle  regioni  combi- 
nato col  moto  rotatorio  del  globo  terrestre.  Ciò  trovasi  beo 
sviluppato  anche  dai  più  antichi  fisici,  e  principalmente  dal 
Mussembroek,  e  ultimamente  con  molta  precisione  e  chiarezza 
dal  Sig.  Hcrschel  nella  sna  astronomia.  Questo  sistema  fon- 
damentale di  correnti  aeree  del  globo  ne  produce  come  per 
reazione  due  altri  verso  i  poli,  spiranti  dal  Nord-Ovest  nel 
nostro  emisfero,  e  dal  Sud-Ovest  nell'altro.  Ma  i  limiti  pre- 
cisi di  tali  correnti  e  il  loro  piegarsi  allo  scontro  dei  con- 
tinenti ,  e  la  reazione  vicendevole  che  hanno  tra  loro  non 
era  tanto  facile  a  diciferarsi^  per  mancanza  di  dati,  e  totto 
si  riduceva  finora  ad  una  vaga  cognizione  pratica  che  ne 
avcano  i  marinari.  Ora  questo  è  precisamente  il  vacuo  che 
vengono  a  riempire  le  fatiche  del  Sig.  Maury. 

Il  metodo  di  riduzione  usato  in  questo  lavoro  è  stato  que- 
sto. La  superficie  del  mare  è  stata  divisa  in  quadrati  di  5* 
di  lato,  e  iscritto  in  ciascun  quadrato  un  cerchio  diviso  da 
32  raggi  secondo  i  punti  della  bussola  :  ciascun  settore  di 
questo  circolo  si  è  diviso  in  12  parti  ognuna  corrispondente 
a  un  mese  dell*  anno.  Sono  prese  quindi  dai  registri  le  os- 
servazioni precitate  dei  venti  di  8  in  8  ore  del  giorno  e  per 
ogni  osservazione^  trovato  il  circolo  corrispondente  alla  posi- 
zione geografica  del  bastimento  e  in  esso  il  settore  apparte- 
nente al  rispettivo  rombo  del  vento  soffiante,  si  è  segnata 
una  unità  nella  casella  destinala  pel  mese  ,  in  cui  è  stala 
fatta  quella  osservazione.  Fatto  questo  primo  lavoro  prepa- 
rativo, per  sé  già  utilissimo  ai  piloti,  onde  fautore  lo  inti- 
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loia  gnistaineDtc  Pilot  Charij  su  di  esso  ne  ha  costruito  un 
altro  più  interessante  pel  fisico.  Divisa  anche  qui  la  super- 
ficie dell'Oceano  similmente  in  quadri  di  5<>  gradi  l'uno,  ha 
segnato  di  grado  in  grado  di  latitudine:  l''  i  limiti  superiore 
ed  ioferiore  dei  venti  alisci  costanti;  2.^  i  limiti  variabili  e 
dabbi  dei  medesimi,  3"*  i  limiti  delle  calme  equatoriali,  i^  i 
limiti  dei  venti  periodici,  e  tutti  questi  limiti  sono  segnati 
di  mese  in  mese,  in  modo  che  prendendo  i  mesi  per  ascisse, 
e  i  gradi  di  latitudine  per  ordrnale  si  può  vedere  a  colpo 
d'occhio  per  ogni  epoca  delfanno  qual  sia  il  limite  dei  pre- 
lati movimenti  dell'atmosfera.  La  serie  pubblicata  finora  per 
FAllaDtico  mostra  : 

1.*  che  i  venti  alisci  di  N.  E.  occupano  una  zona  csten- 
deulesi  dalfEst  all'Ovest  attraverso  qucll*  Oceano  ^  e  che  ha 
una  larghezza  variabile  da  17o  a  35°  di  latitudine  ,  la  lar- 
ghezza media  è  circa  23",  e  la  sua  oscillazione  estrema  si 
stende  da  3^  Sud  a  35^  Nord  secondo  la  stagione  dell'anno. 
2.*  Questa  zona  fa  due  vibrazioni  nell'anno.  Essa  arriva 
il  sao  estremo  di  latitudine  Nord    comunemente  in  settem- 
bre, quindi  rivolgendosi  indietro ,  e  seguendo  il  sole  arriva 
all'estremo  australe  in  marzo  ed  aprile.  Ivi  resta  stazionaria 
per  dne  o  tre  mesi  tra  i  3^  e  i  4<*  di  latitudine  Nord,  poi 
ricomincia  a  venire  verso  Nord,  e  nei  mesi  di  agosto ,  set- 
tembre ed  ottobre,  ha  luogo  il  secondo  periodo  stazionario, 
il  qnale  assai  rare  volte  o  mai  non  si  trova  al  Sud  del  pa- 
rallelo di  9."*  di  latitudine  Nord.  Il  parallelo  di  9"*  N.    può 
prendersi  come  il  limito  medio  dell'  orlo   equatoriale  della 
zona  degli  alisei  N.  E. 

3.^  Gli  alisei  di  S.  E.  occupano  nua  simile  zona  nel  Sud 
dell'Atlantico  con  un  moto  di  oscillazione  somigliante*  Il  li- 
mite medio  equatoriale  di  cotesta  zona  ò  circa  a  3""  Nord  , 
invece  di  essere  presso  al  parallelo  di  9^"  Sud  come  richie- 
derebbe la  corrispondenza  colia  zona  dell'emisfero  Boreale. 
4.*  £  un  fenomeno  notabile,  scoperto  in  queste  ricerche, 
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che  gli  alisei  di  S.  E.  soflTiano  con  maggior  forza  che  non 
fanno  i  loro  simili  ncircmisfcro  Nord.  Essi  hanno  forza  snf- 
ficiente  per  spingere  indietro  gli  ultimi  verso  il  Nord,  e  pe- 
netrano talora  sul  Gnirc  della  state  fino  al  parallelo  di  9^ 
Nord,  mentre  da  tante  migliaia  di  registri  esaminati  non  si 
vedo  che  gli  alisci  N.  E.  oltrepassino  mai  il  parallelo  di 
3."  Sud. 

5.^  Le  due  zone  de'yenti  sono  caratterizzate  da  simile  dif- 
ferenza di  forze  nel  Pacifico.  Gli  alisci  S.  E.  hanno  danqae 
in  generale  forza  sufficiente  da  respingere  i  loro  limiti  equa- 
toriali dentro  l'emisfero  Nord,  e  tenerli  quivi  dentro  la  mag- 
gior parte  deiranno,  mentre  il  rovescio  non  mai  accade  pei 
venti  Nord-Est. 

6.°  La  direzione  prevalente  degli  alisei  detti  comanemcnte 
di  N.  E.  per  quanto  la  danno  le  osservazioni  de'marinari  é 
più  propriamente  di  E.  N.  E.  Apparisco  quindi  componen- 
do le  forze  a  cui  son  dovuti  tali  venti,  cioè  del  calor  so- 
lare, e  della  rotazione  della  terra,  che  quest'  ultima  ha  più 
influenza  della  prima  sugli  alisei  boreali,  ma  non  altrettanto 
influisce  sugli  australi.  Di  più  la  massa  d*aria  tenuta  in  moto 
dai  primi  è  minore  che  dai  secondi ,  nel  rapporto  almeno 
della  circonferenza  del  parallelo  di  9^  alla  circonferenza  dol- 
TEquatore. 

T/"  Ma  mentre  gli  alisei  Nord  fanno  un  angolo  coirequa- 
toro  di  circa  23<>  (E.  N.  E)  gli  alisei  sud  fanno  un  angolo 
di  30°  e  più  col  medesimo  (S.  E.  'I4  E)  essendo  così  il  loro 
arrivo  all'  Equatore  più  diretto ,  e  che  in  conseguenza  re- 
stando Io  stesso  TelTelto  della  rotazione  della  terra  a^  eguali 
paralleli  la  forza  del  sole  contribuisce  maggiormente  in  fis* 
sare  la  direzione  degli  alisei  australi  che  dei  boreali. 

La  ragiono  fisica  di  tale  disparità  non  è  diflScile  a  rìnte- 
nirla,  essa  deriva  e?iden  temente  dalla  diyersa  proporzione  dei 
continenti  nei  due  emisferi.  La  maggior  parte  di  essi  sta 
nell'emisfero  nostro,  e  tra  questi  le  parti  più  aride  del  globo 
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con  immonsi  deserti  di  sabbia.  Queste  sapcrficic  scaldate  ine- 
pàìmùiCj  defono  tirare  a  se  tutto  d'intorno  l'aria  per  sup- 
plire alle  immense  colonne  ascendenti  che  si  formano  sullo  . 
bre  arene  infocate.  Questo  fatto  combina  colfaltro  osservato 
pore  dal  Sig.  Maury  che  in  generale  anche  sul  mare  la  li- 
Ofa  isotermica  più  si  accosta  all'Equatore  nell'Emisfero  Sud 
eie  Bel  Nord.  Oltre  di  ciò  le  (erro  influiscono  in  un  altro 
modo  sdì  venti  opponendo  ostacoli  meccanici  al  loro  corso 
colle  catene  dc'roonti,  e  colla  copia  degli  alberi.  Ma  la  prima 
di  questo  due  cause  é  la  più  forte,  a  segno  di  far  talora  cam- 
iHare  la  direzione  dei  Tenti  normali. 

i.^  Le  carte  mostrano  che  i  continenti  hanno  una  immensa 
iollaenza  sui  venti,  e  che  frequentemente  può  essa  tracciarsi 
per  nn  migliaio  di  miglia  sul  mare  aperto.  Così  Fazione  dei 
raggi  solari  sui  grandi  deserti^  e  pianure  dell'  Africa^  nei 
nesi  dell'estate  e  dell'autunno^  é  tanta,  che  è  risentita  quasi 
completamente  attraverso  l'atlantico  tra  l'equatore  e  il  IS"" 
ptrallelo  Nord.  Tra  questo  parallelo  e  l'equatore  i  venti  so- 
BD  rovesciati  indietro,  e  soffiano  come  mussoni  regolari  me- 
ridionali per  sei  mesi.  Le  scoperta  di  tali   mussoni  è  messa 
ìq  tutta  piena  luce  dalle  carte  :  essi  soffiano  verso  la  costa 
dell'Africa  dal  giugno  al  novembre  inclusivamente.  Essi  por- 
tano le  piogge  che  separano  lo  stagioni  in  questa  parte  della 
coita  africana.  La  regione  abbracciata  dai  mussoni  sopra  l'o- 
ceano é  di  figura  cuneiforme,  avendo  la  sua  base  sull'Africa 
e  il  suo  vertice   stendendosi  fino  a  10<>  o  15^  dalla    bocca 
del  fiume  delle  Amazoni. 

1  venti  possono  a  questo  modo  darci  un  indizio  dell'inter- 
no de'continenti,  e  il  confronto  dcH'America  meridionale  col- 
TAfrica  è  assai  palpabile ,  la  prima  non  influendo  notabil- 
mente sui  venti  può  prevedersi  dover  esser  il  suo  interno 
iiniido  e  ricco  di  vegetazione,  mentre  1'  ultima  deve  essere 
nuda  e  sterile.  Questa  stessa  sterilità  e  aridità  del  centro 
non  é  del  tutto  senza  vantaggio  per  l'Africa  stessa:  poiché  il 
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forte  calore  clic  concepisce  facendo  ripiegare  indietro  i  venti, 
fa  che  regnino  snllc  coste  piogge  periodiche  senza  le  quali 
il  clima  sarebbe  intollerabile  alTuomo.  Senza  questo  tuttala 
zona  degli  alisei  sarebbe  forse  una  regione  di  mera  evapo- 
razione senza  pioggia  di  sorta  alcuna.  Nuovo  magniGco  esem- 
pio fra  i  tanti  che  si  incontrano  sullo  studio  de*grandi  fatti 
naturali  in  cui  la  natura  reagendo  sopra  se  stessa  ,  giunge 
ad  un  equilibrio  senza  cui  essa  sarebbe  distrutta  dalle  pro- 
prie forze.  Queste  carte  mostrano  in  fatti  che  le  regioni  del- 
l'oceano  occupate  dagli 'alisei  sono  regioni  senza  pioggia, 
tranne  nelle  vicinanze  delle  terre  ,  e  che  iu  generale  sotto 
laspetto  udograGco  le  regioni  loro  sono  piuttosto  di  evapo- 
razione che  di  precipitazione  ;  mentre  accostandosi  al  polo 
avviene  il  contrario,  e  ivi  trovansi  le  regioni,  ove  la  preci- 
pitazione supera  V  evaporazione ,  del  che  se  ne  ha  un  beli' 
esempio  nelle  grandi  masse  d*  acqua  dolco  dei  laghi  ameri- 
cani, nei  quali  il  fiume  San  Lorenzo  serve  a  scaricare  Tee- 
cesso  della  pioggia  sopra  Tevaporazione.  Similmente  DclTal- 
Iro  emisfero,  presso  il  Capo  Horn  si  trovano  pioggie  immense 
giunte  ad  oltre  12  piedi  in  41  giorni.  Delle  quali  cose  non 
è  diOìcile  intendere  la  ragione  fisica. 

9.^  Vi  ò  tra  i  due  sistemi  de'venti  una  regione  di  calme, 
conosciute  sotto  il  nome  calme  equatoriali,  essa  ha  una  lar- 
ghezza media  di  G""  di  latitudine.  È  in  questa  regione  che 
ascende  laria  portata  all'equatore  dai  venti  di  N.  E.  e  di 
S.  E.  sollevata  dalla  dilatazione  dovuta  al  caler  solare. 
Queste  calme  coprono  una  regione  di  costante  precipitazio- 
ne, ed  essa  va  oscillando  sulla  superficie  delfoceano  in  con- 
sonanza coi  venti  alisei.  Nei  mesi  della  state  si  trova  tra  i 
paralleli  di  8"  e  14''  di  lat.  N.,  e  nella  primavera  tra  5**  S. 
e  4.°  N.  Mediante  queste  carte  può  il  navigatore  sapere  quali 
paesi  hanno  due  stagioni  di  pioggia  e  quali  una,  e  quali  so- 
no i  mesi  di  pioggia  per  ciascun  sito,  che  accompagnano  la 
calma. 
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Se  le  zone  delle  calmc^  e  dei  venti  avessero  differenti  co- 
lorì sol  globo,  UQ  osservatore  collocato  a  distanza  abbastanza 
gnode  dal  nostro  pianeta ,  le  potrebbe  vedere  oscillare  da 
Doa  all'altra  parte  dell'equatore  nel  corso  di  un  anno,  ma  in 
modo  che  i  loro  limiti  di  declinazione  non  sarebbero  tanto 
distanti  quanto  i  tropici.  Vedrebbe,  come  esse  stanno  stazio- 
narie presso  i  tropici  per  circa  3  mesi,  e  nel  corso  di  altri 
tre  mesi  compiono  il  tragitto  del  loro  corso  rapidamente 
percorrendo  Toccano.  Per  ciò  che  risguarda  la  direzione  pre- 
cisa di  queste  dae  zonc^  qaclla  dei  venti  S.  E.  presenta  il 
500  orlo  settentrionale  inclinato  alquanto  all'equatore;  comin- 
ciando presso  la  costa  dell' Africa  e  tracciandone  il  corso 
verso  l'America  del  Sud,  essa  si  accosta  all'  Equatore  sotto 
DO  angolo  di  circa  15%  e  l'orlo  equatoriale  della  zona  di 
S.  E.  nell'atlantico  si  stende  da  O  15»  N  ad  E  15<»  S.  Guar- 
dando poi  la  zona  boreale,  un  tale  osservatore  la  vedrebbe 
rimile,  ma  non  in  tutto  identica  all'altra  australe  :  presso  il 
lato  africano  essa  dista  più  dall'Equatore  verso  cui  si  dirige 
solio  un  angolo  di  IO"*  (O  ^148)  finché  giunta  al  meridiano 
di  40^  O.  (long,  di  Greenwich)  ivi  si  rivolge  al  nord,  e  se- 
gne  la  direzione  0.  N..  0.  Qui  si  incomincia  a  sentire  l'in- 
flaenza  del  continente  americano  sui  venti;  e  le  pianure  del 
Teias  e  le  circonvicine  sono  insufficienti  a  cambiare  nei  mesi 
nti?i  nel  golfo  del  Messico  la  direzione  del  N.  E.  Le  due 
zone  sono  adunque  separate  da  uno  spazio  cuneiforme  la 
coi  base  si  rivolge  all'Africa,  e  questa  zona  é  occupata  dallo 
dime  equatoriali. 

La  zona  degli  alisei  settentrionali  confina   dalla  parte  del 
Vord  con  una  zona  di  calme,  e  con    un    altra    zona   simile 
confinano  al  sud  i  venti  S.  E.  Al  di  là  di  queste  zone  tro- 
picali, e  verso  le  regioni  polari  sono  due  altre    larghe  zone 
che  sono  le  opposte  ai  venti  alisei,  cioè  i  S.  O.  nel  emisfe- 
ro Nord  e  i  N.  O.  nell'emisfero  Sud.    Il    limile  equatoriale 
delle  predette  calme  è  presso  i  tropici,  ed  ha  una  larghezza 
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di  circa  10  in  12''  :  da  un  lato  di  questo  zouc  il  vcoto  sof- 
fia pcrpetaamcntc  verso  l'cqaatorc  dall'altra  la  sua  direzione 
é  verso  i  poli.  Esse  possono  dunque  dirsi  nodi  del  sistema 
generale  della  circolazione  atmosferica.  Queste  pare  soao 
zone  di  precipitazione  e  di  piogge  periodiche  di  stagiono , 
quali  si  osservano  nel  Chili  e  nella  California,  assai  cosianli 
e  marcate,  benché  non  quanto  quelle  delle  calme  equatoriali. 
10.°  Dal  parallelo  di  40^"  in  su  verso  il  polo,  neiremisfero 
Nord  i  venti  dominanti  sono  i  venti  S.  O.  detti  di  passag- 
gio, o  più  comunemente  occidentali  (Westerly),  e  questi  pre- 
valgono sugli  orientali  (Eastcrly)  nel  rapporto  di  due  ad  uno. 
Quindi,  se  ammettiamo  che  in  due  giorni  i  venti  occidentali 
portino  più  aria  verso  lo  regioni  polari  che  gli  orientali,  ne 
nasco  il  bisogno  di  ammettere  una  corrente  superiore  che 
riporti  all'equa  loro  1'  eccesso  dell'  aria  che  i  primi  tendono 
ad  accumulare  verso  il  polo.  Combinando  tutti  i  dati  dell* 
osservazione  coll'analogia  di  ciò  che  devo  succedere  in  forza  di 
quest'ultima  corrente,  risulta  la  seguente  generale  circolazione 
dell'aria:  Una  corrente  ascendente  al  polo,  e  quindi  un'altra 
superiore  diretta  dal  polo  alle  regioni  delle  calme  tropicali: 
quivi  una  discesa  e  una  corrente  inferiore  rasento  la  terra 
(gli  alisei  p.  e.  N.  E)  diretta  alla  regione  dello  calmo  equa- 
toriali. Ivi  una  nuova  ascensione  mediante  la  quale  la  cor- 
rente giunta  in  alto  si  versa  da  una  o  dairaltrn  parlo  verso 
i  due  poli,  e  scorrendo  superiormente  giunge  fino  alla  re- 
gione tropicale.  Qui  nuovamento  discende,  e  giunta  in  terra 
fluisce  ad  ambi  i  lati  verso  1'  equatore ,  e  verso  i  poli.  La 
parte  che  fluisce  verso  questi  (  i  venti  S.  O.  di  passaggio) , 
si  accosta  al  polo  in  curve  spirali  lossodromiche  ove  sale  per 
ricircolare  ancora.  Questo  è  il  risultato  che  si  ricava  dallo 
immenso  ricerche  fatte  finora,  e  che  forse  è  men  semplice  di 
quello  che  si  sarebbe  creduto.  Ulteriori  osservazionii  fatte 
specialmente  nei  mari  circumpolari  potranno  rischiarare  la 
circolazione  dell'atmosfera  in  queste  parti  ove  essa  finora  é 
poco  più  che  congetturale. 
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Arrivato  a  stabilire  questa  circoIazioDe,  l'illustre  direttore 
iNoanda  se  la  gran  regione  delle  calme  equatoriali  ove  rc- 
gM  II  eorrenCe  atmosferica  ascendente,  sia  veramente  di  tal 
Mlin  da  diyidare  lo  arie  dei  due    emisferi   in  modo  che 
quella  che  viene  dal  nord  giunta  in  alto  si  rovesci  pure   al 
nord,  e  quella  dal  Sud  pure  al  Sud,  ovvero  non  accada  che 
le  masse  d*aria  portate  dai   venti    nordici  ascendendo    non 
fumo  al  Snd^  e  quelli  del  Sud  al  Nord    producendo    una 
(ircolaziooe  d*aria  costante  dall'uno  all'altro  emisfero.  Le  ra- 
poni  di  sospettare  di  quest'ultimo  corso  sono,  prima  di  tutto 
là  congruenza  di  un  qualche  mescolamento  delle  arie  dei  duo 
sflMaferi  senn  di  cui  se  esse  restassero  perpetuamente  sepa- 
rale potrebbero  finalmente  divenire  tanto  diverso  in  compo- 
sizione» o  da  riuscire  incapaci  di  sostenere  la  vita  umana,  e 
ciò  a  cagione  della  diversissima  distribuzione  di  terra,  vege- 
tali ed  animali  che  ha  luogo  nei  due  emisferi.  Parecchi  fatti 
Tengono  air  apoggio  di  questa  congetturata  circolazione.   In 
quella  stagione  in  cui  il  sole  più  sferza  1'  emisfero    Sud  la 
quantità  di  pioggia  che  cade  nel  emisfero  Nord  è  la  massi- 
ma :  é  dunque  probabile  che  tanto  vapore  sia  sollevato  colà 
quanto  ne  é  precipitato  di  qua.  Di  più  la  superficie  evapo* 
raate  dell'acqua  é  maggiore  neiremisfero  Sud ,  eppure  tutti 
i  grandi  fiami,  che  possono  considerarsi  come  i  grandi  udo- 
Bietri  della  natura,  sono  nell'emisfero  Nord.  Ma  un  fatto  che 
pare  decisivo  si  è  quello  scoperto  dal  famoso  Erhcnberg  il 
qaale  ha  trovato  che  nelle  pioggie  di  ceneri  ed  altre  polveri 
slTiordiaarie  cadute  nel    nostro    emisfero,  come  la  polvere 
dell*  Isole  del  Capo  verde,  e  quello  di  Genova  e  di  Lione, 
si  trova  una  grande  quantità  di  nicchi  d'infusoi  ii  che  paiono 
oadosivafflente  appertenere  all'America  Meridionale.  Dovrem- 
^^  adunque  ammettere  nell'atmosfera  tre  grandi  nodi  nelle 
regioni  delle  calme  equatoriali  e  tropicali,  e  la  stessa  massa 
d'aria  proveniente  dal  vento  S.  E.  sollevandosi  all'equatore, 
PWerebbe  nel  nostro  emisfero  come  corrente  supcriore  scor- 
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rendo  fino  alle  regioni  delle  calme  del  tropico  del  Cancro  } 
quivi  discendendo  progredirebbe  (almeno  in  parto  )  verso  il 
polo,  ove  pel  moto  vertiginoso  della  terra  ascendendo  scor- 
rerebbe superiormente  e  arriverebbe  nuovamente  al  tropico 
del  Cancro  :  qui  discendendo  andrebbe  all'  equatore  per  Ivi 
passare  all'emisfero  australe,  e  ivi  compiere  una  simile  cir- 
colazione. Questo  sistema  indicato  dai  fatti  potrà  essere  da 
osservazioni  posteriori  o  confermato ,  o  modific:ato ,  ma  in- 
tanto non  cessa  di  essere  interessante  nel  fisico  il  sapere  il 
problema  che  dovrà  mirare  di  sciogliere.  Oltre  la  causa  del 
calore  che  certamente  è  la  più  influente  in  questa  circola- 
zione ,  domanda  osso  egualmente,  se  nulla  possa  influirvi  il 
magnetismo  terrestre  ?  Egli  osserva  che  il  Sig.  Faraday  ha 
trovato  l'ossicene  esser  magnetico,  e  il  suo  magnetismo  va- 
riare colla  temperatura^  non  esser  dunque  impossibile  che  le 
masse  di  ossigeno  circolante,  esposte  successivamente  a  varia 
temperatura,  e  che  formano  ^\s  dell'atmosfera  possano  esser 
soggette  all'influenza  del  magnetismo  terrestre,  in  guisa  che 
questa  forza  possa  contribuire  a  mantenere  la  circolazione 
delle  masse  da  un  polo  all'altro.  Queste  però  non  sono  che 
congetture,  non  disprezzabili  certamente,  ma  che  abbisognano 
di  ulteriori  conferme.  Per  minimo  che  sia  il  magnetismo 
dell'ossigene  può  crescere  la  sua  efficacia  colla  massa  ,  a 
quella  guisa  che  1'  azione  della  gravità  d'  insensibile  che 
quasi  si  trova  nelle  piccole  masse,  acquista  tanta  eflScacia 
nelle  grandi. 

Non  meno  delle  correnti  dell'atmosfera  interessano  ai  na- 
vigatori quelle  dell'oceano  stesso.  Sono  già  note  dai  più  an- 
tichi tempi  molte  di  queste  correnti  ,  che  a  guisa  di  fiumi 
scorrono  isolate  in  mezzo  al  mare  tra  liquide  sponde  che  po- 
chissimo o  nulla  partecipano  al  loro  moto.  La  più  famosa  di 
queste  e  la  più  vasta  è  quella  detta  corrente  del  Golfo  (Gnlf 
stream)  al  sito  dove  questa  esce  dagli  stretti  della  Florida  ha 
le  acque  di  cupo  color  turchino  d'indaco,  e  la  linea  di  con- 
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giuuioBa  di  essa  colla  acqae  verdastre  deli'  oceano  paò  iri- 
sibilnmite  tracciarsi  per  centinaia  di  miglia.  Anche  colà  ove 
l'ocdiio  non  paò  più  distinguere  il  limite    delle   due    acque 
fiete  esso  manifestamente  tracciato  dalla  tempetatnra  delle 
flwdesioie.  I  recenti  lavori  del  Sig.  Maorj  in  coi  sono  discnsse 
iBolle  migliaia  di  osservazioni  sulla  temperatura  del  mare  , 
■mlriBO  che  questa  corrente   tiene  in  movimento    quasi  la 
quarti  parte  delle  acque  delPatlantico.  Uscita  essa  dagli  stretti 
della  Florida  ed  allargandosi  nell'atlantico  costeggia  per  gran 
iratto  gli  Stati  Uniti;  indi  si  getta  verso  l'Europa  per  la  via 
del  Gran  Banco  di  Terranova  e  di  là  stendendosi  alla  baia 
di  Biscaia  alle  Isole  Britanniche,  viene  a  mitigare  colle  sue 
tiepide  acque  il  rigore  del  clima  settentrionale   Europeo.  Si 
aisoffliglia  essa  ad  immenso  stendardo    che    6ssato  sur  una 
eilranltà  presso  il  golfo  del  Messico,  viene  stendendosi  on- 
deggiando sulla  superGcie  dell'oceano,  diramandosi  talora  in 
farie  direzioni,  ma  sempre  conservando  il  suo  carattere  fon- 
daneatale  dell'elevata  temperatura  equatoriale. 

Oltre  questa  corrente  di  acqua  calda  che  viene  dall'equa- 
lare  ne  trova  il  Sig.  Maury  un  altra  di  acqua  fredda  che 
vieoa  dal  polo,  e  che  in  alcuni  siti  si  insinua  a  modo  di  pe- 
■isola  tra  i  rami  dell'altra  più  calda,  e  la  differenza  di  tem- 
iperatura  che  trovasi  nelle  acque  del  mare  per  la  variazione 
di  2  o  3  gradi  di  posizione  geografica  sale  talora  fino  a  20^' 
del  term.  di  Far.  Il  complesso  di  queste  osservazioni  ci  pre- 
senta svelato  il  mistero  delle  grandi  nebbie  che  regnano  nel- 
l'estensione del  mare  che  ricopre  il  gran  banco  di  Terranno- 
va.  Queste  nebbie  che  si  stendono  sopra  una  superficie  di 
wAìt  migliaia  di  miglia  quadrate,  devono  la  loro  origine  ad 
BD  braccio  della  corrente  del  polo  che  si  stende  come  una 
penisola  dentro  due  altre  braccia  della  corrente  del  golfo  e 
il  miscuglio  di  due  arie  diversamente  calde,  e  sature  di  va- 
pore, non  può  a  meno  di  non  produrre  sul  mare  fenomeni 
analoghi  a  quelli  che  in  simili  circostanze  sono  prodotti  sui 
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continenti.  Queste  correnti  di  acqua  calda  sodo  potenti  agi 
li  meteorologici,  e  può  tracciarsi  Tinflueuza  della  correi 
del  golfo  sulla  parte  orientale  dell'atlantico  nei  non  rari  te 
porali  che  ivi  hanno  luogo  nell'  inverno  fino  alla  latitud 
di  55^  N,  mentre  sono  affatto  inusitati  in  quella  stagione 
altre  parti  ove  quella  corrente  non  passa. 

L'autore  crede  insufficiente  a  spiegare  queste  correuti 
soli  venti  alisei,  ed  é  visibile  dietro  il  già  detto  che  qoc 
venti  non  possono  esserne  almeno  V  unica  causa  ,  attesoc 
essi  produr  non  potrebbero  la  fredda  corrente  del  Nord, 
quale  d  tanto  forte  che  continua  il  suo  corso  non  interro 
verso  l'equatore  sotto  alle  acque  calde  di  quella  del  gol 
come  io  mostrano  le  numerose  osservazioni  della  temperati] 
dell'acqua  a  varia  profondità  da  lui  discusse. 

Noo  é  difficile  a  concepire  come  una  massa  d'acqua  cai 
proveniente  dall'  equatore  possa  avere  un  corso  quasi  in 
pendente  dal  resto  dell'  oceano ,  se  osserveremo  che  ne 
grandi  masso  non  cosi  facilmente  si  stabilisce  l'equilibrio 
temperatura  e  di  densità  come  nelle  piccole ,  e  che  la  S| 
cifica  leggerezza  delfacqua  più  calda  può  tenerla  galleggiai 
sulla  più  fredda.  Un  esempio  ovvio  di  ciò  lo  abbiamo  i 
nostri  fiumi  di  acqua  dolce  ,  cui  vediamo  insinuare  le  k 
acque  molto  addentro  il  mare,  in  modo  da  lasciare  traccii 
la  linea  di  confine  tra  le  due  acque  visibilissima  all'  occl 
per  la  diversità  del  colore.  Ma  non  cosi  facilmente  a'inten 
come  possa  fare  lo  stesso  la  corrente  più  fredda  del  No 
che  parrebbe  dover  essere  più  pesante  specificamente.  T 
tavia  anche  questo  resterà  senza  difficoltà  se  si  avveri 
l'altro  fatto  scoperto  in  queste  ricerche,  che  la  linea  di  c^ 
fine  delle  acquo  aventi  Io  stesso  grado  di  temperatura  ose 
sulla  superficie  dell'oceano ,  secondo  le  vario  stagioni , 
punto  come  fanno  i  limiti  dei  venti.  La  corrente  fredda  g 
dagna  sopra  la  calda  in  latitudine  all'  epoca  della  fusi< 
dei  ghiacci  polari  per  l'avvicinarsi  del  sole  al  polo.   Quei 
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fallo  ci  mostra  la  connessione  delia  corrente  colla  fusione  de' 
ghiacci  la  cui  acqua  essendo  specificamente  più  leggiera  dell* 
altra  perchè  più  dolce  ,  ossia  men  salva,  può  galleggiare  sul 
resto.  Ma  quando  le  due  correnti,  la  calda  e  la  fredda,  ven- 
gono ad  incontrarsi ,  allora  questa  passa  sotto  all'  altra  co- 
me già  abbiamo  detto  esser  dato  dall*  osseravzione.  Al  sol- 
levamento della  corrente  fredda  può  anche  contribuire  il 
rialzamento  del  fondo  del  mare  in  alcuni  siti,  come  appunto 
sul  banco  di  Terra  Nuova,  ed  in  altri  luoghi  ove  scontransi 
alcuni  come  immensi  laghi  d'acqua  più  fredda  di  quella  che 
li  circonda,  e  che  ivi  non  può  essersi  adunata  per  corrente 
superficiale.  Lo  scandaglio  e  la  struttura  de*vìcini  continenti 
hanno  svelato  in  effetto  essere  ivi  il  fondo  del  mare  più  ele- 
valo. La  direzione  di  queste  correnti  può  come  si  è  detto 
molto  influire  sui  climi  dei  vicini  continenti.  Infatti  Tacqui 
dell'oceano  è  più  calda  presso  TEuropa  a  60  o  65®  di  latit. 
che  non  presso  TAmcrica  a  40  o  45®. 

Parrebbe  dal  complesso  dei  fatti,  che  tutto  il  sistema  dello 
correnti  acquee  fosse  per  la  massima  parte  prodotto  e  conser- 
vato dalla  causa  stessa  che  produce  le  correnti  aeree  degli 
alisci,  ma  che  la  superficie  della  gran  corrente  del  golfo  non 
fosse  piana,  anzi  convessa  a  modo  di  tetto,  e  che  ad  essa  si 
debba  il  trasporto  delle  alghe  da  questa  parte  delloceano  ; 
mentre  nulla  se  ne  vede   dalTaltra. 

Concluderemo  questo  breve  ragguaglio  con  riportare  Tin- 
vito  che  il  Sig.  Maury  fa  ai  meteorologisti  continentali ,  di 
osservare  attentamente  quali  sicno  i  venti  piovosi  nelle  loro 
località,  per  potere  mediante  questo  dato  arrivare  a  scoprirò 
qual  sia  la  parte  del  mare,  donde  possa  credersi  provenire 
Tucqua  che  bagna  in  forma  di  pioggia  ciascun  continente.  E 
noi  faremo  voti  perchè  una  opera  così  vasta  incominciata 
con  tanto  successo  sia  promossa  e  continuata  con  lo  stesso 
zelo,  onde  fu  incominciata  ,  corona  della  quale  sarà  certa- 
mente la  risoluzione  decisiva  di  quella  parte  di  questo  gran 
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problema  dei  venti  e  delle  correnti  che  rosta  ancora  conget- 
turale. Se  i  navigatori  italiani  seguiranno  i  consigli  del  Sig. 
Gallo  potranno    ancor    essi  contribuire  a  sì  gran  lavoro  ,  e 
concorrere  ad  una  impresa  sì  utile  e  sì  gloriosa. 


LETTERA  DEL  SIG.  PROF.  G.  RELLAVITIS 

AL  COMPILATORE 


Signor  Professore 

La  Memoria  del  Dott.  Forti^  in  cui  egli  accenna  ad  una 
teoria  del  eh.  Prof.  Mossotti,  mi  fa  ricordare  una  maniera  di 
esporre  la  teoria  degli  strumenti  ottici  data  dal  Moebius  me- 
diante le  frazioni  continue,  la  quale  può  ridursi  tanto  sem- 
plice da  dover  simpiazzare  la  teorica  delle  lenti  che  saolsi 
dare  negli  elementi  di  Fisica;  essa  non  riguarda  le  aberra- 
zioni di  sfericità  o  di  cromatismo  (al  quale  si  riferisce  la  teo- 
rica del  Professore  di  Pisa)  ma  considera  soltanto  la  parte 
elementare  del  problema. 

Sia  X  un  punto  mobile  sull'asse  d*un  istromento  ottico  e 
voglia  determinarsi  la  corrispondente  posizione  del  punto  x, 
nel  quale  convergono  i  raggi  emanati  da  X  ;  cioè  si  cerchi 
la  relazione  delle  posizioni  deWoggetio  X  e  della  sua  imma- 
gine X.  Adoprercmo  questo  solo  principio  che  i  raggi  partenti 
da  un  punto  Y  vicinissimo  all'asse  convergano,  dopo  avere 
attraversato  l'istrumento  ottico,  in  altro  punto  y.  Supponiamo 
che  XY  sia  una  cortissima  retta  perpendicolare  all'asse  Xx, 
tale  sarà  pure  la  jry ,  a  motivo  della  simmetria  del  sistema 
intorno  all'asse.  I  raggi  paralleli  all'asse,  che  entrano  per  l'ob- 
biettivo Tengano  a  convergere  dopo  usciti  per  l'oculare  nel 
punto y*,  che  diremo  il  foco  oculare;  e  diremo  foro  obbieiiivo 
il  punto  F  dell'asse,  dal  quale  emanano  raggi  che  attraver- 
sando Io  strumento  divengono  paralleli. 

Per  fissare  le  idee    supponiamo    che  i  punti  X,  F  , /*,  x 


à 
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sieno  distribuiti  suIPassc  nelfordine,  con  cui  sono  nominali  3 
il  che  per  esempio  a? viene  quando  si  tratti  di  una  sola  lente 
con?ergcnte  :  del  resto  le  formule  si  applicheranno  ad  ogni 
altro  caso,  purché  si  tenga  conto  della  direzione  delle  rette, 
e  nella  loro  indicazione  con  due  lettere  sUntenda  sempre  che 
la  retta  sia  diretta  dalla  prima  lettera  alla  seconda;  cioò  si 
seguano  quelle  convenzioni,  che  io  adoperai  nel  metodo  delle 
equipollenze,  e  che  ora    si   vanno    generalmente    adottando. 
Tutte  le  seguenti  equazioni  sono  inoltre  vere  equipollenze. 
Sul  raggio  emanato  dal  foco  F^  e  formante   coli*  asse    un 
angolo  piccolissimo,  si  segni  quel  punto  A  ,  che   é  interse- 
zione delle  prolungazioni  del  raggio  incidente,  e  del  raggio 
emergente  (cui  dicemmo  parallelo  all'asse) ,  e  sia  D  la  prò* 
jeiione  del  punto  A  suH'  asse  F/1  Così  pure  per  un  raggio 
ttcideote  parallelo  e  vicinissimo    all'  asse  dicasi   i  il    punto 
^Te  la  sua  prolungazione  incontra  il  raggio  emergente,  che 
'^  a  concorrere  nel  foco  oculare  /*  ;  e  si  abbassi  la  d  d  per- 
feodicolare  all'asse  FDdy. 
Coosideriamo  adesso  due  raggi  emanati  dal  punto  Y  (vi- 
C/oissimo  ad  X)  l'uno  passante  pel  foco  obbiettivo  F  si  pro- 
^^^Shi  e  si  tagli  colla  DA  in  A;  questa  DA  sarà  equipollente 
r^S^iBle»  parallela,  e  rivolta  nello  stesso  verso)  alla  immagine 
'^JT'»     poiché  il  raggio  FA  esce  dall'istrumento  parallelo  all'asse 
iscostone  di  DA  ;  così  la  similitudine  dei  triangoli  FXY , 
ci  darà 

(1)  FX  :  FD  =  XY  :  xy. 

secondo  raggio  emanato  da  Y  sia  parallelo  all'asse, 

.8 

*  **» 


a  X  F J 

A 
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esso  diventerà  dopo  nltraversalo  ristrumcnto  il  raggio  ify  , 
e  la  d8  sarà  equipollente  alloggctto  XY;  perciò  i  triangoli 
simili  ydd  fX^y  daranno 

(!')  XY  :  xy  =/d  :/r  . 

Combinando  queste  due  proporzioni  sL  ha  la 

(2)  FX  :  FD  =/d  :fx  , 

la  quale  dà  la  desiderata  relazione  Ira  le  posizioni  deli'  og- 
getto X  e  dcirimmagine  x',  mentre  le  prime  stabiliscono  il 
rapporto  delle  loro  grandezze  lineari,  indicando  inoltre  che 
l*immagine  è  capovolta  quando  le  FX,  FD  sono  di  segno  op- 
posto. 

Potremmo  notare  che  Toggetto  e  Timmagine  (nelle  porziiH 
ni  prossime  alfasse)  sono  due  figure  collineari^  od  omoyrafi" 
che  che  voglian  dirsi;  i  piani  condotti  per  F  edy*  perpendi- 
colarmente all'asse  ne  sono  i  piani  d*invenione;  cioè  potrem- 
mo notare  che  Timmagine  é  un  bassorilievo  deiroggetio;  ma 
ciò  ci  trarrebbe  lungi  dal  nostro  argomento.  I  punti  X»  x  li 
diremo  tra  loro  corrispondenti. 

La  retta  FD  considerata  in  grandezza  ed  in  direzione  la 
diremo  la  distanza  focale  obbiettiva  dell'  istrumento  ,  e  lay*d 
ne  sarà  la  distanza  focale  oculare.  I  punti  D,  d  possono  dirsi 
i  punti  di  eguaglianza  obbiettivo  ed  oculare^  poiché  se  l'ogget- 
to è  in  D,  l'immagine  si  trova  in  d,  ed  è  ad  esso  equipol- 
lente. Oltre  questi  punti  possono  notarsi  i  punti  q  ,  p  ,  nei 
quali  l'oggetto  e  l'immagine  sono  bensì  uguali,  ma  capovolli; 
in  forza  delle  (1)  essi  sono    detcrminati  da  Fq  =  —  FD  , 

/p=_/d. 

Se  ad  un  sistema  di  lenti  o  di  specchii,  il  cui  effetto  sia 
espresso  dai  due  fochi  F,  ,y*i  ,  e  dalle  due  distanze  focali 
Ff  Di  ,y*,  di  ,  susseguiti  un  altro  sistema  espresso  dai  fochi 
Pa  9^*3  e  d^ll^  distanze  focali  FaDa^/lid, ,  in  guisa  che 
l'immagine  rj  §  prodotta  dal  primo  sistema  faccia  nel  secondo 
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sislema  Tuflìcio  d'oggetto,  TunioQe  dei  due  sistemi  ne  costi- 
tuirà DO  altro^  che  avrà  i  fochi  F^y* determinati  dalle  equa- 
zioni 

(3)  F,F  =  F.D../,d,  :/,F,  ,/./  =  F,D,  ./,d,  :  F,/.  . 
e  le  distanze  focali 

(4)  FD  =  F.D.  .  F,D,  ;  F,/.  ,/d  =/.d,  ./A  :/,  F,  ; 

dopo  di  che  tra  l*oggctto  XY  e  l'ultima  immagine  xy  avran- 
no luogo  le  solite  relazioni 

(1,  2)       XY  :  xy  =  FX  :  FD  =/d  :/r. 

Infatti  il  foco  oculare  y*  del  sistema  complessivo  è  il  punto 
di  concorso  dei  raggi  paralleli  air  asse    incidenti  nel  primo 
sistema,  il  quale  li  fa  convergere  iny*,  ;  perciò  nel  secondo 
sistema y*i  ed  f  sono  due  punti  corrispondenti ^  o  quindi  la 
(2)  dà 

Fa/,:F.D,=/.d,:/,/, 

che  è  la  seconda  delle  (3).  La  prima  si  dimostra  in  egoal 
modo,  osservando  che  nel  primo  sistema  sono  due  punti  cor- 
filondenti  F  ed  F^  ;  giacché  nel  sistema  complessivo  i  raggi 
cianati  da  F  deggiono  uscir  paralleli,  il  che  non  potrebbe 
tvvenire  se  il  primo  non  li  convergesse  in  F,  foco  obbiettivo 
lei  secondo  sistema. 

Rispetto  al  sistema  complessivo  sono  due  punti  corrispou- 
lenti  Fi  edy*2,  perchè  il  primo  sistema  ronde  paralleli  i 
nggi  emanati  dal  suo  foco  obbiettivo  Fi ,  ed  il  secondo  si- 
stola converge  tali  raggi  paralleli  nel  suo  foco  oculare  y*,; 
4nM{Qe  Mrà 

(5)  FF,  ;  FD  =/d  :J/,. 

ttf  trovare  un'altra  equazione  y  che  serve  a  determinare  i 
F*>ti  iig^aglianza  D,  d  del  sistema  complessivo,  osserviamo 
che  se  l'oggetto  DE  dà  mediante  il  primo  sistema  Timmagi- 
^^  ^^ih  quale  considerata  come  oggetto  generi  mediante 
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il  secondo  sÌ5(i*ina  riiinn.i^iiii;  ci  e  si  hanno  le  equazioni 

DE:?v?=F.D:F.  D.=/.d,:/,?, 

5>,  :  de  =  F,  ?  :  F,D,  =/,  d,  :/,  d  ; 

inoltre  per  la  proprietà  dei  punti  d*  eguaglianza  dev'  essere 
DE  =  de  ;  dunque 

(6)  F,D:F.  D,  =/,d:/,  d,. 

Queste  (5)  (6)  conducono  necessariamente  alle  due  (4),  perchè 
la  (5)  è  una  conseguenza  delle  quattro  (3)  (4) ,  ed  inoltre 
somnìando  le  due  prime^  o  le  due  seconde  tra  le  f3)  (4)  si 
hanno  le 

F,  F  -i-  FD  =  F.  D  =  F,D.  (/,  d.  --  F3  D,  )  :/.  F,    , 

/./+/d=/.d=/,d,  (/.  d.  -F,D3):,AF,  , 

delle  quali  é  immediata  conseguenza   la  (6). 

Prima  di  compiere  ciò  che  riguarda  un  sistema  di  spec- 
chii o  di  lenti  consideriamone  partitamente  questi  elementi. 
I  raggi  di  luce  paralleli  cadenti  sopra  uno  specchio  concafo 
sono  riflessi  nel  punto  y*,  che  sta  alla  metà  del  raggio  pa- 
rallelo ad  essi;  questo y*  ò  perciò  il  foco  oculare,  e  ne  é 
anche  il  foco  obbiettivo  F ,  perché  i  raggi  da  esso  emanati 
sono  riflessi  parallelamente.  I  punti  di  eguaglianza  D»  d  coin- 
cidono essi  pure  sulla  superficie  dello  specchio ,  poiché  i?i 
oggetto  ed  immagine  sono  una  stessa  cosa.  Dunque  uno  spec- 
chio ha  i  suoi  due  fochi  coincidenti,  le  distanze  focali  FD, 
/d  sono  esse  pure  coincidenti  ed  uguali  alla  metà  del  raggio 
di  curvatura.  Il  centro  di  curvatura  Q  é  dato  da  F(i=^^FD; 
e  Toggetto  posto  in  tal  punto  produce  un'immagine  a  sé  ugua- 
le ma  capovolta.  Le  stesse  cose  valgono,  ben  s'intende,  per 
lo  specchio  convesso  col  centro  q  ,  ed  il  raggio  Q  D  ,  nel 
cai  punto  di  mezzo  coincidono  i  due  fochi  F,y*.  Ln  relazione 
tra  l'oggetto  e  l'immagine  é  sempre  data  dalle  (1)  (2;. 
Abbiasi  una  superficie  dirimente  DiM  sferica  col  centro  Ct , 


(  263  ) 
od  i  raggi  di  luco  (entrino  parallelamente  a  DiC,  dal  vuoto 
ad  un  mezzo  dotato  dclT  indice  di  riifrazionc  n.  Il  raggio 
i'Iic  colpisce  la  superficie  nel  punto  M  vicinissimo,  all'  asse 
DiCi  si  rifrange  in  lVf/*i  ,  in  guisa  che  i  lati  M/*i  ,  C/*|  del 
triangolo  C^  M/*,  sono  proporzionali  ai  seni  degli  angoli  d'in- 
cidenza e  di  refrazione;  quindi  si  ha 

ossia,  per  la  vicinanza  di  M  a  Di  , 

perciò  la  distanza  focale  oculare  è 

n — 1 

Similmente  si  trova  la  distanza  focale  obbiettiva 

f.d.=  -Ld.c,  . 

n — 1 

Se  i  raggi  di  luce  dopo  essere  entrati  attraverso  la  pre* 
detta  superficie  Dt  nel  mezzo  più  denso ,  escano  di  nuovo 
nel  vuoto  attraversando  la  superficie  D^  col  centro  G2  y  ri- 
spetto a  questa  seconda  superficie  avremo  le  distanze  focali 

FaD,=  Ai  C,D,,       /,  D,  = D,C,, 

n — 1  n — 1 

le  quali  si  ottengono  mutando  nelle    precedenti    formulo  n 

1 

in    — .  Determinato  così  TelTetto  di  ciascuna  refrazione,  le 
n 

formule  (3)  (4)  ci  daranno  i  fochi  e  le  distanze  focali  d^lla 

leìUt  compresa  tra  le  predette  due  superficie  sferiche  Di ,  D^. 

Trovasi  con  facile  calcolo,  posto  7  =  m,  che  ambedue  le 

n—\ 

distanze  focali  sono 

FD  =  -/d  =  m(m  +  1)D,  Ci .  C,  D,  :  F,/.  , 
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essendo 

F,/-,  =  (m  -f-  1)(D.  C.  H-  C,  D3)  —  D,  D,  ; 

poscia  i  puDli  di  eguaglianza  della  lente  sono  dati  da 

D,D  =mJ)xCi .  DjD,  :  F^/i ,     dD^,  =m.  C^^D,  .  D.D,  :  Fj^„ 

e  la  loro  distanza  è 

dD  =  CaCi  .D,  D^rFa/x  . 

Queste  formole  danno  la  compiuta  teorica  della  lente  tenen- 
do conto  della  sna  grossezza  D|  D, . 

Per  esempio  se  le  due  superficie  della  lente  con?e8so-con- 
cava  abbiano  il  centro  comune  G  9  in  esso  si  riuniscono  i 
due  punti  D,  d^  e  le  distanze  focali  sono 

—  FC  =/C;  =  (m-hl)D.C.  D3  C  :  D,  D,  ; 


la  lente  è  perciò  divergente. 

Non  solamente  in  ogni  specchio  ed  in  ogni  lente,  ma  ezian- 
dio, iiì  forza  delle  (4),  in  ogni  combinazione  di  lenti  e  di 
specchii  le  due  distanze  focali  FD,y*d  sono  eguali,  e  rivolte 
nello  stesso  verso  od  in  verso  opposto  secondo  che  il  siste- 
ma contiene  un  numero  dispari,  o  pari  di  specchii. 

Dicemmo  che  in  un  sistema  ottico  V  immagine  è  general- 
mente collineare  alfoggclto,  dobbiamo  ora  considerare  quegli 
speciali  sistemi,  nei  quali  l'immagine  é  affine  airoggctto.  Se 
si  riuniscano  due  sistemi 

F.D,     /,  d.     ,  F,D^,d, 

in  guisa  cho  il  foco  oculare  del  primo  coincida  col  foco  ob- 
biettivo del  secondo,  cioè  sia^^F,  =0,  le  formale  (3)  (4) 
non  servono  più  a  qualificare  il  sistema  complessivo.  Segnia- 
mo con  t,y  i  rapporti  delle  distanze  focali  oculare  obbiettiva, 
ed  obbiettivo  oculare  dei  due  sistemi  parziali,  cioè  poniamo 

(7)       /,  d.  :  F,D,  =t ,         F,  D.  :/,  d,==:y. 

Fra  l'oggetto  XY,  l'immagine  ^rj  prodotta  dal  primo  8  istema^ 


(  267  ) 
e   r  immagine  xy  prodotta    dal    sistema    complessivo  hanno 
luogo  le  relazioni  (l)>che  a  motivo  della  coincidenza  di^i 
con  F2  divengono 

XY  :  ?>3  =F,X  :  F.D,  =  F.d,  ;  F,§  , 

^Yj  :xy  =  F^?  :  F^D^  =fj^  :f^x  , 
e  danno  immediatamente 

(8)  \Y  =  i.xy; 

cioè  t  è  il  costante  rapporto  deiroggelto  all'immagine. 

In  quanto  alla  relazione  di  posizione  dell'  oggetto  e  dell' 
Immagine  essa  pure  si  deduce  dal  prodotto  di  due  delle  pre- 
cedenti proporzioni,  cioè 

XY  :  xy  =  F.X  ./id^  :  F.D,  .f^x  =  1  , 

e  mediante  la  seconda  delle  (7)  si  avrà 

(9)  F.X  :=  y  ./,x  . 
Scelto  il  punto  P  in  guisa  che 

(10)  F,P  =  !)•  /.P 
si  ha  più  semplicemente 

(11)  PX  =  y.  Px  . 

Ogni  sistema  espresso  dalle  (8)  (11)  è  un  cannocchiale.  V 
immagine  é  affine  all'oggetto,  perché  le  loro  dimensioni  per- 
pendicolari all'asse  hanno  il  rapporto  1  :  t  ,  quelle  parallele 
all'asse  il  rapporto  ì  :  ij .  Se  1'  oggetto  è  a  distanza  infinita 
lo  è  pure  l'immagine;  il  rapporto 

xy       XY 


J=  Kl  '' 


Px       PX 

delle  loro  grandezze  angolari  dicesi  V ingrandimento  del   can- 
nocchiale. 

Se  sia  (;=  1  ,  cioè 

F,D,  ./,d,  =  F,D,/,da- 
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invece  della  (11)  la  (9)  ci  darà 

(12)  Xj?=F,/,  , 

cioè  rimmagine  è  più  vicina  ali*  occhio  dell*  oggetto  di  una 
lunghezza  costante. 

Il  più  semplice  dei  cannocchiali  è  an  cilindro  di  vetro 
D1D3  tagliato  in  D|  a  superficie  convessa  col  centro  Cx  j  ed 
in  Da  a  superficie  concava  col  centro  Ga  9  ed  in  Da  a  super- 
ficie concava  col  centro  C,;  vedemmo  che  le  distanze  focali 
dipendenti  dalla  prima  refrazione  sono 

FxDx  =  m  .  DxCi  ,  /.  d,  =  —  (m  -H  1)D.C,  , 

e  che  quelle  per  la  seconda  sono 

FaDa  =  -  (nH-  l)DaCa  ,    fj)^  =  m  .  DaCa  ', 

dunque  se 

F/,  =  (m  ^  1)(D,C,  -  DaCa)  -  D.Da  =  0  , 

ossia  se 

n.CxCa  =  D»Da, 

si  ha  un  cannocchiale  determinato  da 

i  =j  =  DiCj  :  DaCa  . 

Siccome  in  ogni  combinazione  di  lenti  e  di  specchii  le  dae 
distanze  focali  sono  uguali^  cosi  negli  ordinarii  cannocchiali 
é  j  =  t. 

Due  cannocchiali  posti  l'uno  dopo  Taltro  danno  origino  ad 
altro  cannocchiale.  Il  primo  sia  individuato  da 

ed  il  secondo  da 

avremo  evidentemente 

XY  =  1*1  l'a  .  j^y  =  i  .  a?y  , 
e  si  troverà  PX  =  »)* .  Vx  ,    essendo 
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«  =  il  il  J  j  =jiJ2  («I  il   —  l)PPl  =(«1/1  —  ijìPPa  • 

Quando  i  raggi  di  luce  entrano  perpendicolarmente  ad  un 
piano  in  un  mezzo  dotato  delPindice  di  refrazione  n;  quest' 

unica  refrazione  costituisce   il    cannocchiale    qualificato   da 

1 

t  =  I9  j=  — .  Che  se  dopo  avere  attraversato  un  primo  pia- 
li 

no  Pi  i  raggi  di  luce  escono  per  un  secondo  piano  P^  pa- 
rallelo al  primo,  vengono  così  a  riunirsi  insieme  il  cannoc- 
chiale espresso  da 

n 
ed  il  cannocchiale  espresso  da 

perciò 

cioè  l'effetto  di  una  lamina  a  basi  parallele  si  é  di  spostare 
r  immagine  di  una  lunghezza  proporzionale  alla  grossezza 
PjP,  della  lamina. 

Ci  resta  finalmente  da  determinare  la  combinazione  di  un 
sifliema  generale  rappresentato  da 

XY:?>,  =  F.X:F.D,  =/,d,  :/.§ 

col  cannocchiale 

§^  =  t  .  j-y  ,     P?  =  y  .  P^J?: 

Si  trova  con  facili  sostituzioni  che  il  foco  obbiettivo  F  del 
sìsiema  complessivo  coincide  con  quello  del  primo  sistema,  e 
che  i  rapporti  delle  distanze  focali  sono 

FD:FD,=1:«,   /d:/,d.=l:y  , 
nel  mentre  che  il  nuovo  foco  oculare  è  dato  da 

P/=P/.:y. 

Padova  li  31  dicembre  1852. 
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CURIOSITÀ'  E  INVESTIGAZIONI  BAROMETRICHE 

ARTICOLO 
DEL  SIC.  PBOF.  GIVSEPPE  BIAIVCHI 


Airoccasione  di  richiamarmi  a  ordinata  disamina  la  serie 
completa  delle  osservazioni  meteorologiche  fatte  quotidiana- 
mente in  questa  R.  Specola  nel  corso  dei  ventun*  anni  dal 
1830  al  1850  per  trarne  il  possibil  vantaggio  e  sussidio  ad 
una  miglior  cognizione  de'fenomcni  atmosferici,  ripensai  fra 
me  stesso  che  tuttora  ben  poco  sappiamo  di  definito  e  ac- 
certato intorno  la  precisa  espressione  e  quantità  delle  va- 
riazioni regolari  e  periodiche  delle  altezze  barometriche  in 
un  luogo  fisso  e  determinalo  di  osservazioni.  Che  tali  va- 
riazioni sussistano  e  siano  grandi  abbastanza  per  non  isfug- 
gire  ai  nostri  mezzi  e  strumenti  di  misurarle^  non  è  a  mo- 
verne dubbio  chi  ponga  mente  alle  naturali  e  note  cagioni 
delle  medesime.  Sono  queste  principalmente  la  temperatura 
prodotta  dai  raggi  solari,  e  Tazion  attrattiva  esercitata  dalla 
luna  e  dal  sole  sopra  Tatmosfera  terrestre.  Dalla  prima,  con- 
siderata per  sé  sola,  deve  prodursi  la  parte  forse  più  nota- 
bile di  una  variazion  regolare  del  barometro,  sì  diurna  che 
annua,  e  Tannua  più  forte  della  diurna  in  ragione  della  mag- 
giore differenza  delle  temperature  estreme  nel  periodo  ri- 
spettivo; ma  con  quella  deve  pur  combinarsi  la  seconda  ca- 
gione che  per  sé  sola  non  può  non  influire  e  ingenerar 
neir  altezza  barometrica  un'altra  parto  di  variazion  regolare^ 
anch'essa  di  doppio  periodo,  di  un  giorno  rispetto  alla  rota- 
zione terrestre,  e  di  una  rivoluzione  sinodica  della  luna,  os- 
sia di  perìodo  luiii-solare.  Tutta  la  difficoltà  di  raggiungere 
buoni  risultamenti  pratici  di  questo  genera  e  discoprirne  le 
leggi  della  natura  consiste  nel  modo  d'istituire  e  combinai^ 
in  gran  numero  le  osservazioni  al  duplice  scopo  che  nei  medj 
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delle  medesime ,  e  si  trovio  disgiunte  le  indicate  specie  di 
variazioni  regolari,  e  sian  fra  loro  verosimilmente,  in  gran 
parte  almeno,  compensate  e  distrutte  quelle  variazioni,  che 
dipendon  da  irregolari  cagioni  e  avvolgono  d*lnestricabil  in* 
treccio  la  regolarità  delle  prime.  Avuto  riguardo  all'  una  e 
all'altra  condizione  riuscimmo  cosi  il  Sig.  Cav.  Carlini,  che 
DO  tracciò  il  metodo ,  ed  io  che  ne  seguii  le  orme ,  a  rap* 
presentar  quasi  esattamente  in  conformità  colle  osservazioni 
le  variazioni  diurne  del  barometro,  sì  nel  Testate  ,  che  nell' 
inverno,  mediante  una  formula  dipendente  dai  seni  dell'an* 
gelo  orario  (Memorie  della  Soc.  It.  delle  scienze  ,  T.  XX. 
Matematica,  parte  I,  pag.  198  e  seg.  ;  Fisica,  parte  II,  pag. 
587 ,  e  seguenti).  E  qui  vuoisi  ben  rimarcare  che  appunto 
la  formula  o  espression  generale  della  variazion  barometrica 
diurna  doveva  riuscir  libera  daireffetto  dei  cangiamenti  an- 
nui di  temperatura  e  dell'azion  dinamica  luni-solare;  poichò 
le  medie  orarie  osservate  che  impiegaronsi  a  ritrovarla  es* 
sendo  state  raccolte  presso  ambo  i  solstizj,  non  potevan  con* 
tenere  fuorché  in  minima  parte  i  detti  cangiamenti,  ed  ab- 
bracciando esse  Tintcrvallo  di  un  mese,  venivan  pure  a  se- 
parar ed  escludere,  come  in  questo  compiuta,  la  parte  dinamica 
mentovata.  Senza  una  tale  avvertenza  e  separazione  dei  sem* 
plici  effetti  periodici  mi  sembra  che  inutil  sarebbe  di  ten- 
tarne la  ricerca  eziandio  da  un  numero  stragrande  di  ac- 
curatissime osservazioni.  Quindi  ancora  l'indagine,  che  rimane 
a  farsi,  della  variazion  annua  del  barometro  per  cagion  fi- 
sica e  di  temperatura,  parmi  che  dovrà  istituirsi  e  condursi 
adoperandovi  le  medie  osservate  di  parecchi  anni,  e  per  una 
stessa  ora.  del  giorno,  dei  medj  mensili  del  barometro;  e  la 
opportuna  formola  di  rappresentazion  generale  ne  sarà  per 
avventura  l'analoga  di  quella  della  variazione  diurna ,  can- 
giato e  raddoppiato  l'angolo  orario  di  questa  nella  corrispon- 
dente longitudine  media  del  sole.  Dopo  di  che  la  ricerca 
della  variazion  barometrica    luni- solare  potrà  esser  tentata 
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similmente,  operando  sopra  le  medie  annue  osservate  del  ba- 
rometro per  un  corso  di  anni  18  circa  sempre  alla  stessa 
ora^  e  nella  formula  empirica  dei  soni  sostituendo  airangolo 
orario  la  rispettiva  quantità  della  differenza  di  longilodioe 
media  della  luna  e  del  sole. 

Io  mi  riservo  alPopportunità  di  più  lungo  lavoro  la  trat- 
tazione di  tal  argomento ,  e  pago  di  averne  solo  qai  pre- 
messo un  cenno  di  annunzio,  mi  rivolgo  invece  a  considerar 
le  mie  determinazioni  barometriche  di  21  anni  sotto  altro 
punto  speciale  dì  veduta ,  che  potrebbe  per  avventura  tor- 
nar molto  utile  e  suggerir  eziandio  un  novello  metodo  d*ia- 
dagar  e  stabilire  le  variazioni  regolari  del  barometro  pro- 
dotte dalle  indicate  cagioni.  Consiste  quest'altro  aspetto  nel 
raccogliere  ed  esaminar  le  differenze  o  relazioni  fra  le  me- 
die altezze  barometriche  osservate  e  le  semisomme  delle 
corrispondentemente  e  immediatamente  osservate  massime,  e 
minime ,  desunte  dai  registri  originali  delle  quotidiane  an- 
notazioni. Ed  è  pur  manifesto  che  il  trasportar  cosi  le  ri- 
cerche dalle  quantità  assolute  del  barometro  alle  quantità 
relative  o  differenziali  offre  il  vantaggio  di  evitar  non  poche 
né  lievi  sorgenti  d'incertezze  e  di  errori.  Perocché  quanto 
é  arduo  e  delicato  il  riconoscere  con  precisione  un'assoluta 
altezza  barometrica  ,  donde  poi  la  difficoltà  di  esatte  com- 
parazioni di  barometri  differenti  ,  altrettanto  riesce  agevole 
e  sicuro  assegnar  le  quantità  relative  ,  o  per  differenze,  di 
uno  stesso  barometro,  comparabili  perciò  ancora  e  precisa- 
mente alle  analoghe  e  simultanee  di  altro  barometro ,  non 
influendo  in  queste  le  correzioni  rispettive  di  capillarità,  di 
ridozion  alla  stessa  temperatura,  e  di  altre  costanti  che  pos- 
son  quindi  trascurarsi,  almeno  sensibilmente. 

Pertanto  nella  mia  serie  di  21  anni  di  osservazioni  baro- 
metriche tratte  fuori  per  ciascun  mese  le  singole  medie  sem- 
plicemente dedotte  o  aritmetiche  ,  e  le  massime  e  minime 
altezze  immediatamente  osservate,  io  formo  le  analoghe  tra 
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specie  di  medie  massime  e  minime  annue,  dividendo  per  12 
la  somma  delle  mensili  e  rispettive  di  nno  stesso  anno. 
Chiamando  cosi  massimo  annuo  la  media  delle  massime  men- 
sili e  osservate,  e  minimo  annuo  similmente  la  media  delle 
mensili  minime,  e  delta  b  la  semisomma  di  quello  e  di  que- 
sto, prendo  a  considerare  la  differenza  a  —  ò,  significato  per 
a  il  medio  annuo  corrispondente  e  similmente  formato  delle 
medie  aritmetiche  mensili.  Per  tal  modo  mi  risultarono  i  va- 
lori della  tabella  che  sottopongo. 


Addì 

Mass.  ami. 
del  bar. 

Min.  ann. 
del  bar. 

Méd.  ann. 
del  bar. 

Difi*.  ann. 

Medie  diff. 

a^  b 

triennali 

1830 
31 
32 

83 

34 
35 

36 
37 
38 

39 
40 
41 

42 
43 
44 

45 
46 
47 

48 

49 

1850 

tifi' 

340, 1230 
339, 7382 
340, 9352 

332, 2546 
332, 9400 
333,2593 

Uff 
336,8132 
336,5161 
337, 5275 

4-  0,  6244 
4-  0,  1770 
H-  0,  4302 

Un' 
-h  0,  4105 

340» 0157 
341,5271 
341,0094 

331,7695 
333, 6482 
332,  6572 

336,  7243 
338,1295 
337, 3052 

-f-  0,  8317 
-f-  0,  5418 
-ho,  4719 

-h  0,6151 

340,8064 
340,  3398 
340,  0948 

331,3013 
331,8594 
331,2179 

336, 8953 
336,  8088 
336,1896 

-h  0,8414 
-f-  0,  7092 
-h  0,  5332 

-t-  0,  6946 

340,  0286 
340, 9800 
340,  0590 

332, 6853 
332, 2842 
331,6279 

336, 5496 
336,9232 
336, 3869 

-h  0,  1926 
-1-0,2911 
-h  0,  5434 

-h  0,  3424 

340^  3923 
340,1001 
339, 9220 

332, 3234 
330,7266 
331,8318 

336,9730 
336,7134 
336, 3346 

+  0,  6151 
4-  1,  3000 
-h  0,  4577 

-h  0,  7909 

340, 6042 
340, 5903 
340,4575 

330, 9801 
331,8368 
331,6989 

336, 4552 
336,6352 
336, 9729 

-h  0,  6630 
-h  0,  4216 
-h  0,  8947 

-h  0,  6598 

340, 8698 
340,7215 
340, 4456 

331,8038 
331,6875 
331,9294 

336,8223 
336, 8859 
336, 7827 

4-  0,  4855 
-h  0,  6829 
-h  0,  5952 

-h  0,  5879 

Il  barometro  >  del  meccanico  Milanese  Grindel,  impiegato 
per  tutta  questa  serie  è  stato  sempre  lo  stesso,  e  tenuto  ben 
verticale  in  un  luogo  fisso  della  maggiore  sala  deirOsserva- 
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torio.  Ha  un  galleggiante  mobile  che  si  riconduce  ogni  volta 
col  livello  inferiore  allo  zero  della  scala;  e  questa,  che  leg- 
gosi  da  una    parte  in  pollici  e  linee    del    piede  di  Parigi  e 
dall'altra  in  centimetri  e  millimetri,  porge  col  movimento  su- 
periore di  un  microscopio  e  nonio  per  Taltezza  della  colonna 
i  dodicesimi  di  linea  e  i  decimi  di  millimetro.  Fin  qui  e  ai 
risultamenli  della  tinbella  ho  creduto  di  non  applicare  la  cor- 
rezione di  capillarità  e  la  riduzione  a  temperatura    comune 
dal  termometro  unito,  non  trattandosi  ora  per  me  di  quan* 
lità  assoluto  e  di  confronti ,    bensì  di  semplici   differenze  o 
quantità  relativo,  ove  le  correzioni    comuni,  o  tali  presso  a 
poco ,  si  elidon  fra  loro.  E  avverto   pure  che  le  nostre  os- 
servazioni meteorologiche  originali  essendo  fatte  ciascun  gior- 
no a  tre  o  quattro  ore  date,  e  avendo  io  potuto  convincermi 
che  nello    massime  ,    minime  e  medie   mensili  le  diOTercnze 
a  —  b  cguagliausi  molto  prossimamente  dalTuna  all'altra  ora 
di  osservazione  dello  stesso  mese,  ho  riputato  perciò  di  pr<^n- 
dere  e  offerir  nella  tabella  soltanto  le  medie  di  ciascun'ora 
di  osservazione  ;    laonde  queste  possono  riferirsi  ad  un*  ora 
qualunque  del  giorno,  se  non  ritenersi  piuttosto  come  otte- 
nute al  punto  del  mezzodì,  che  è  stata  sempre  ora  interme- 
dia fra  quelle  delle  osservazioni.  Biflettiam  inoltre  che  nelle 
differenze    annue  e  triennali    a  —  b    riportate  alla  quinta   e 
sesta  colonna  della  tabella  ,  e  risultanti  da  interi  numeri  o 
periodi  di  giorno,  di  mese  e  di  anno,  debbon  essersi  in  gran 
parte  compensate  ed  eliminate  fra  loro  le  variazioni  regolari 
del  barometro  prodotte  dal  sole  per  diurna  e  annua  tempe- 
ratura e  dair  azion  dinamica  luni- solare  diurna  e  mensile. 
Compiendosi  i  periodi  delle  quali  variazioni,  le  influenze  di 
queste  nelle  differenze   a  —  b  delle   corrispondenti  quantità 
barometriche  debbon  riuscire  come  a  differenziali  di  2^  or- 
dine e  perciò  trascurabili  rispetto  alle  residue  cagioni  di  quan- 
tità di  regolari  cangiamenti. 
Ora  osserviamo  due  rimarchevoli    particolarità  che  ci  of- 
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frono  le  colonne  5^  e  &^  del  recato  prospetto  e  che  sembran 
rivelare  due  fenomeni  costanti  della  natura.  É  la  prima  che 
le  differenze  annue  a  —  6  risultaron  costantemente  di  segno 
positivo,  trovandosi  cioè  sempre  Tannao  medio  barometrico 
maggiore  della  semi-somma  di  rispettivi  massimo  e  minimo, 
e  avvegnacché  le  quantità  di  quest*  eccesso  abbian  varialo 
nella  serie  da  0,  2  a  lince  1,3  può  ritenersene  la  media  di 
circa  mezza  linea  ;  quantità  sensibile  abbastanza  per  accu- 
sare una  regolare  cagione  da  cui  derivi ,  e  combinata  colle 
accidentali  e  irregolari  cagioni,  che  ne  alteran  pure  notevol- 
mente Teffetto  di  anno  in  anno.  Ciò  in  grafica  rappresenta- 
zione vuol  dire  che,  alla  mia  stazione  la  linea  congiungcnte 
i  vertici  dei  medj  annui  del  barometro,  presi  per  ordinate, 
avvicinasi  a  quella  dei  vertici  di  massimo  più  che  ali*  altra 
dei  vertici  di  minimo;  e  in  fisico  linguaggio  di  clima.  Tele- 
vazion  del  barometro  indicando  la  disposizione  atmosferica 
al  bel  tempo,  ciò  vorrà  dire  che  questo  clima  è  più  tendente 
in  complesso  al  sereno  ed  asciutto  che  non  al  torbido  e  pio- 
voso. Quale  sarà  dunque  la  detta  cagion  regolare,  se,  tolte 
le  altre  precedentemente  avvertite  ,  intrinseche  od  estrinse- 
che al  barometro  ed  eliminantisi  nelle  differenze  a  —  A,  se 
dico  ,  non  è  questa  la  parte  di  azion  dinamica  luni  -  solare 
che  non  può  compiersi  e  disparire  colle  altre  analoghe  parti 
di  essa  in  un  anno,  stante  l'eccesso  del  tempo  della  rivolu- 
zion  annua  terrestre  sopra  dodici  rivoluzioni  sinodiche  delia 
luna?  Di  certo,  e  per  principio  statico,  l'altezza  del  mer- 
curio nel  barometro  dipende  nel  dato  luogo  da  quella  della 
colonna  verticale  atmosferica  sovraincombente,  in  cui  si  con- 
sideri pure  la  legge  delle  densità  e  la  forza  elastica  del  ca- 
lorico di  temperatura.  Ma  lazion  attrattiva  e  combinata  della 
luna  e  del  sole  sopra  lo  sferoide  atmosferico  per  le  mutate 
posizioni  relative  di  tali  astri  non  può  non  indurre  continui 
e  periodici  cangiamenti  nell*  altezza  delfaerea  colonna  indi^ 
cala,  e  quindi  la  parte  di  simili  cangiamenti,  non  compiuta 
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o  distratta  coirintero  periodo,  deve  manifestarsi  nelle  corri- 
spondeotì  altezze  barometriche  ,  avvegoacchè  vi  sia  pure 
intrecciata  all'effetto  contemporaneo  delle  grandi  cagioni  ir- 
regolari. Questa  parte  poi  di  variazion  regolare  nelle  dif* 
ferenze  a  —  b  rinscirà  generalmente  diversa  per  tre  anni 
consecutivi^  ne*quali  compiesi  poco  più  della  tredicesima  ri- 
Tolnzion  sinodica  di  annuo  supplemento  della  luna ,  e  ripi- 
glierà  nel  successivo  triennio  prossimamente  gli  stessi  va- 
lori. Tal  ò  di  vero  la  seconda  particolarità  e  il  fatto  che  d 
presentan  le  medie  differenze  triennali  scritte  neirultima  co- 
lonna della  tabella  j  offerendoci  queste  i  più  piccioli  valori 
nei  triennj  primo  quarto  e  settimo;  cosicché  da  un  novennio 
raccogliesi  ed  apparbce  un  valore  quasi  costante  di  siffatta 
differenza.  Sarebb'egli  per  tal  modo  che  il  famoso  e  dimen- 
ticato ciclo  o  saros  lunare  degli  avvenimenti  atmosferici  real- 
mente si  adempisse  e  si  palesasse  nelle  variazioni  del  baro- 
metro più  approfondite  e  discusse  ?  Io  non  oso  affermarlo» 
e  almeno  le  conclusioni  de'miei  risultamenti  dovrebbero  ve- 
dersi confermate  dall'analogo  esame  di  altre  serie  di  osser- 
vazioni barometriche,  istituite  pure  in  altri  luoghi,  con  mezzi 
e  da  osservatori  differenti.  Però  la  cosa  mi  sembra  degna 
di  attenzione  e  di  studio,  e  meriterebbe  altresì  di  applicarvi 
l'analisi  teorica  dei  cangiamenti  indotti  a  ciascun  istante  dal- 
l'azion  attrattiva  Inni-solare  nella  posizione  grandezza  e  co* 
stituzion  interna  di  strati  dello  sferoide  atmosferico  per  un 
dato  luogo  qualunque  della  superCcie  terrestre;  applicazione 
cui  ora  io  non  mi  sento  nò  l'attitudin  d'ingegno,  nò  il  fisico 
vigor  necessario,  nò  la  quiete  e  libertà  delle  cure  propor- 
zionata. 

Rileviamo  qualche  altra  piccola  deduzione  emergente  dalia 
nostra  serie  barometrica.  Prendiamo  i  massimi ,  i  minimi  e* 
i  medj  valori  per  ciascuna  colonna  degli  annui  massimo  mi- 
nimo e  medio  della  tabella,  e  avremo 
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pel  mastìmo  annuo  pel  minimo  annuo  pel  medio  annuo 

Un»  itn»  Un» 

«341,5271  nel  1834  ...«333,6482  nel  1834  ...=338,1295  nel  1834 

r=339,7382 1831  ...=330,7266 i843  ...=336,1896 1838 

=340,4648 1847 pros.  ...^==332,0154 1850  pros.  ...=336,8255 1848  pros. 

L*anDo  1834  in  tolta  la  serie  fa  per  me  quello  della  miaima 
pioggia,  non  essendone  caduta  che  poco  più  di  'I3  della  me- 
dia totale;  ed  è  perciò  singolare  che  in  detto  anno  avvenisse 
non  solo  il  massimo  del  medio  annuo  barometrico  natural- 
mente consentaneo  al  minimo  della  pioggia,  bensì  ancora  il 
massimo  tanto  de'massimi,  che  de'rainimi  annui  barometrici, 
che  signi6ca  il  concorso  di  tutte  le  cagioni  propizie  alla  sta- 
bilità del  bel  tempo. 

Inoltre  denotando  pei  totali  minimi,  medii  e  massimi  pre^ 
cedenti  con  a'  —  b\  a"  —  6".  a"'  —  *'"  rispettivamente  le  dif- 
ferenze formato  similmente  alle  annue  a  -^  i,  troviamo 

ttrf  un»  Uff 

a'—  b'=  —  0,1720;  a"~  *"=  —  0,3341;  a"'—b'"=  —  0,1679; 

quindi  molto  prossimamente  ....a'  —  b'=a"  —  4"'=  ì(a" — b") 
e,  cosa  pur  da  notarsi,  il  segno  comune  di  queste  diGTcrenze 
contrario  a  quello  delle  differenze  annue  a  —  b. 

Chiaro  é  da  ultimo  che  mal  si  assumerebbe  il  medio  ba- 
rometrico di  pochi  anni  di  osservazioni,  corretto  eziandio  da 
capillarità  da  temperatura  e  da  qualunque  imperfezione ,  a 
fondata  e  precisa  determinazione  della  elevazione  del  luogo 
dal  livello  del  mare;  all'uopo  bastando  appena  per  avventura 
la  nostra  serie ,  nella  quale  i  medj  annui  ottenuti  oscillano 
tuttavia  fra  i  larghi  limiti  di  2  linee. 

Dall' aver  discorso  6n  qui  solamente  delle  regolari  e  pe- 
riodiche variazioni  del  barometro  passiamo  ad  intertcnerci 
alcun  poco  sopra  una  serie  o  catena  di  vasti  e  recenti  feno- 
meni atmosferici,  ne'qualì  ha  indubitatamente  gran  parte  una 
straordinaria  e  irregolar  variazione  avvenuta  nciraltczza  dei 
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Laromclro  fisso.  E  ciò  facciam  (aulo  più  di  buon  grado, 
quanto  che^  se  la  Meleorologia  non  può  aspirare  a  vanto  di 
vera  scienza,  al  possedimento  cioè  di  princìpj  e  di  leggi  di- 
mostrale, fuorché  mediante  lo  studio  de'coutinui  regolari  can- 
giamenti atmosferici,  essa  non  deve  al  proprio  scopo  neppur 
trascurare  quelfaltra  classe  di  fenomeni  e  cangiamenti  che, 
sebbene  discontinui  a  primo  giudizio  e  disgiunti  di  luoghi  e 
tempi  ,  tuttavia  per  la  grandezza  loro  influiscon  assai  nella 
concatenazione  e  nello  svolgimento  delle  vicende  atmosferiche 
e  mcritan  una  special  attenzione  per  discoprirne  le  ignote 
origini  e  dipendenze. 

£  generale  e  pressoché  di  tutta  Europa  il  lamento  della 
stemperata  e  diuturna  umidità  dell'aria,  che  domina  già  da 
parecchi  mesi  e  ancora  non  cessa.  L'inverno  ci  trascorse  con 
pioggie  e  nebbie  frequenti  e  prolungate ,  ma  di  mitissima 
temperatura  in  guisa  che  fin  verso  la  metà  del  Febbrajo  le 
colline  e  pianure  mancaron  affatto  di  ghiacci  e  di  nevi;  men- 
tre le  valli ,  per  eccessive  acque  piovane  e  di  scolo ,  erano 
e  tuttora  sono  a  grande  altezza  allagate.  Poco  innanzi  però 
la  metà  del  Febbrajo  àiutossi  repentinamente  la  disposizion 
di  temperatura  degli  alti  strati  atmosferici,  cadde  in  abbon- 
danza e  protratta  la  neve  anche  al  piano  (  però  senza  forti 
geli  per  l'avanzata  stagione);  ma  soprattutto  di  enorme  quan- 
tità ne  furon  ovunque  ricoperte  le  giogaje  de'roonti,  non  ri- 
cordandosi quivi  dai  vecchi  una  esorbitanza  eguale,  non  che 
maggiore,  di  simile  intemperie,  ed  essendo  state  purtroppo 
molte  e  lagrimevoli  le  derivate  sventure  di  frane,  di  vallan- 
ghe,  di  furiosi  straripati  torrenti  e  di  alluvioni.  Or  ecco  in 
qual  modo  il  barometro  ha  indicato  e  poteva  somministrar 
anzi  un  pronostico  della  tardiva  intemperie  nevosa  e  delle 
sue  conseguenze.  ìicl  giorno  10  di  Febbrajo  il  mio  baro- 
metro abbassò  straordinariamente,  segnando  la  mattina  un'al- 
tezza di  linee  325,  6250,  e  contemporaneamente  sollevossi  e 
infuriò,  da  noi  una  bufera  di  vento  con  pioggia  e  neve,  il 
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cui  mormorii)  in  di^t<inza  rassembrava  quello  di  una  fiumana 
che  travolge  sassi  e  ghiaje.  Da  qucslo  fenomeno  e  dali*  ab- 
bassamento barometrico  avvertito  incominciava  V  improvviso 
regresso  delle  meteore  invernali ,  rome  ciò  avvenne  altre 
volle  nel  corso  della  nostra  serie.  Io  notava  di  fatti  nel  di  4 
Gennajo  del  1841  il  forte  abbassarsi  del  barometro  a  linee 
327,  7500,  e  ne  seguiva  a  tutto  Febbrajo  copia  di  neve  e 
di  pioggia  con  rare  interruzioni  di  serenità.  E  più  distin* 
tamente  ancora^  dopo  un  abbassamento  del  barometro  a  li- 
nce 327,  6250  il  21  Gennajo  del  1845,  dispiegavasi  un'osti- 
nata inclemenza  atmosferica^  di  nevi  e  pioggie  nel  Febbrajo 
e  Marzo ,  prolungatasi  con  nembi  e  grandini  al  Giugno ,  e 
ch'io  feci  soggetto  di  speciali  considerazioni  (Memorie  della 
Soc.  It.  delle  scienze,  T.  XXIII  parte  matematica,  pag.  330 
e  seg.).  Però  é  duopo  avvertire  che,  se  l'abbassamento  straor- 
dinario del  barometro  succeda  più  tardi  e  in  sul  terminar 
deirinverno,  esso  proviene  allora  dai  gagliardi  venti  che  apro- 
no la  primavera  e  riconducono  anzi  il  bel  tempo  cacciando 
le  nubi  e  dissipando  i  vapori  atmosferici.  Così  nel  1838  il 
forte  abbassamento  del  mio  barometro  a  lin.  324, 1667  ac- 
caduto nel  di  2G  Febbrajo,  e  Taltro  anche  maggioro  a  lin. 
323,  7500  accaduto  il  28  Febbrajo  del  1843  non  ebbero  qui 
conseguenze  di  umide  e  lunghe  intemperie.  Quest'  anno  in- 
vece di  precoce  abbassamento  del  barometro  i  venti  di  Marzo, 
almeno  a  piccola  elevazione  dal  suolo  ,  non  hanno  da  noi 
spirato ,  mantenendosi  un  alternarsi  continuo,  da  me  segna- 
lato altrove  qual  cagione  di  pioggia,  del  vento  di  N-E  cho 
ci  sospinge  gli  ammassi  de'vapori  adriatici  e  delle  valli  con 
quello  di  N-0  che  li  raffredda. 

Ma  ciò  che  maggiormente  caratterizza  e  contraddistingue 
i  recenti  fenomeni  meteorologici  in  riguardo  alle  indicazioni 
del  barometro  sono  per  avventura  le  medie  barometriche 
mensili.  Prese  pertanto  le  medie  quantità  dalle  differenti  ore 
delle  quotidiane  osservazioni  ,    come  praticai  per  la  tabella 
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saperiore,  io  ne  (rovo  per  le  medie  barometricbe  del  Fcb- 
brajo  i  segueDli  valori. 


Anno 


Med.  bar. 
di  Febbr. 


1830  336, 0427 
1335,9410 

2  338,2147 

3  336, 1702 

4  340,  2871 

5  336,9318 

6  335,0313 
1837  338,8013 


Anno 


1838 
9 
40 
1 
2 
3 
4 

1845 


Med.  bar. 
di  Febbr. 


Un' 

333, 6951 
337,  9118 
337,  0477 
335,  4504 
339,  0800 
333, 7685 
333,  3657 
334, 1633 


Anno 


1846 
7 
8 
9 

1850 
1 
2 

1853 


Med.  bar. 
di  Febbr. 


Un- 

337, 5677 
335, 5540 
336, 1144 
337, 4881 
336, 4397 
337,  2500 
335, 8524 
331,5721 


Qui  é  manifesto  il  medio  barometrico  del  Febbrajo  essere 
stato  nel  corrente  anno  considerabilmente  il  minimo  tra  quelli 
dei  24  anni  consecativi  dal  1830;  e  vaol  dire  che  per  tallo 
il  detto  mese  di  quest'anno  il  barometro  si  è  mantenuto  sempre 
basso.  In  appresso,  e  sino  ai  presenti  primi  di  Giugno,  esso 
a  quando  a  quando  si  ò  rialzato,  ma  ogni  rolla  per  breve 
tempo  e  di  non  grande  quantità,  il  che  mostra  chiaro  il  per- 
turbamento continualo  e  la  forte  variazione  diuturna  alla  pres- 
sion  atmosferica.  Osservando  infatti,  ed  é  questo  il  terzo  ca- 
rattere o  indizio  barometrico  di  colai  aereo  sconvolgimento, 
le  medio  altezze  di  Marzo  Aprile  e  Maggio  ultimi ,  queste 
per  me  sono  tutte  al  disotto  dei  28  pollici  ;  ed  è  notevole 
che  avvenne  altrettanto  dopo  il  memorabile  inverno  del  1845. 
Dunque,  a  concbiudere,  la  recente  serie  di  atmosferiche  per- 
turbazioni é  un  grande  fenomeno,  esteso  ad  ampio  tratto  di 
superficie  terrestre,  e  che  il  barometro  ha  intimamente  pa- 
lesato, nel  suo  principio  coirabbassameulo  straordinario  del 
giorno  10  Fcbbbrajo,  nel  suo  sviluppo  col  medio  mensile  mi- 
nimo dello  slesso  Febbrajo  (medio  che  nella  tabella    prece-* 
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dente  sorpassa  tante  volle  l'altezza  di  28  pollici  e  tante  vol- 
te volte  non  la  raggiunge  nel  rapporto  circa  di  3:2),  e  nel 
suo  andamento  sin  presso  al  termine  coi  piccoli  medj  men- 
sili susseguenti.  Per  cosifatti  molivi  e  riguardi  non  sarebbe 
forse  improprio  denominare  le  vicende  atmosferiche  attuali 
una  grande  maìaUia  barometrica  delTaria  ;  ma  chi  saprebbe 
poi  addurue  la  vera  e  precisa  diagnosi?  Frattanto  non  sarà 
inutile  rimarcare  che  al  vasto  fenomeno  meteorologico  questa 
volta  pure  non  é  mancata  una  specie  di  polo  contrario,  poi- 
che,  mentre  in  massima  parie  il  continente  europeo  d  stato 
avvolto  lungamente  da  nembi  di  neve  di  pioggia  e  di  gran- 
dine, leggevasi  poc'anzi  ne'pobblici  fogli  che  a  Malta  dura  da 
più  mesi  un'ostinata  siccità 

Sopra  la  causa  fìsica  della  strana  meteora  procellosa  al  suo 
dispiegarsi  con  un  forte  abbassamento  del  barometro  il  10  di 
Febbrajo  non  mi  sembran  da  azzardare  ipotesi  e  congetturo 
senza  l'appoggio  di  buone  ragioni ,  di  fatti  osservati ,  e  di 
verosimili  influenze.  Farmi  tuttavia  che  non  vi  debba  essere 
stata  estranea  Telettricità  atmosferica,  della  quale  si  ebbero 
insolitamente  qui  nell'ultimo  inverno  e  prima  del  Febbrajo 
frequenti  segni  di  lampi,  tuoni  e  perfino  di  un  fulmine  ca- 
dalo la  mattina  del  17  Gennajo.  E  questo  agente  atmosfe- 
rico di  elettricità  quanto  ò  poderoso  a  produrre  amplissimi 
effetti  fisici  e  chimici ,  altrettanto  riesce  per  noi  misterioso 
ed  irregolare,  perché  finora  mal  conosciuto  nella  sua  distri- 
bazione  e  ne'suoi  disequilibrj.  Però  qualunque  sia  stata  la 
recondita  cagione  che  addosso  in  origine  col  barometrico  ab- 
bassamento le  procellose  meteroo  susseguite,  il  progressivo 
apparire  di  questo  spiegasi  molto  naturalmente  dall'azione  e 
contrasto  di  noto  cagioni  quali  sono  l'evaporazione,  la  tem- 
peratura e  somiglianti.  Ad  esempio  nella  mia  particolare  lo- 
calità questa  spaziosa  pianura  Modenese  confinando  alla  pia- 
na di  N".  E.  con  estesissimo  paese  di  valle  a  lungo  e  total- 
mente inondalo  dalle  pioggìe  antecedenti^  ed  essendo  situata 
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fra  l'alta  corona  degli  Apcnnini  a  mezzodì  e  la  dod  meno 
elevala  di  Monli  Veronesi  a  Sencntrione,  non  è  maraviglia 
che,  sopracarichi  l'una  e  Tallra  corona  montuosa  di  una  quan- 
lilà  enorme  di  neve  e  al  sopraggiungere  i  lepidi  giorni  di 
Aprile  e  i  caldi  di  Maggio  si  formassero  e  infierisser  di  so- 
vente, com'è  di  fatto  accaduto,  nembi  tempestosi  ed  elettrici 
dai  copiosi  vapori  adriatici  e  vallivi,  sollevali  e  Irabalzali 
dai  venti  a  regioni  ed  altezze  di  temperature  differenlissime. 
Ripeto  nondimeno  che  tali  meteore  sono  state  un  fenomeno 
molto  grande,  si  parzialmente  o  per  luoghi  vicini  che  gene- 
ralmente o  per  luoghi  assai  distanti  fra  loro.  In  realtà,  dopo 
le  nevi  anche  al  piano,  le  pioggie  sono  cadute,  o  inccssaoti, 
o  strabocchevoli  e  dirotte,  succedettero  le  gragnuole  fitte 
grosse  e  furiose  a  disertar  di  prodotti  e  speranza  moltissimi 
paesi ,  e  omai  ci  è  trascorsa  iulcramenlc  la  bella  stagione 
pressocchc  del  continuo  torbida  e  trista  nell'atmosfera.  Io 
non  mi  sovvengo  del  più  lieto  e  solenne  giorno  cattolico  , 
qual  è  quello  di  Pasqua  ,  cotanto  fosco  e  rattristato  da  in- 
clemenza di  meteore,  quanto  lo  è  stato  il  27  Marzo  di  que- 
st'anno per  lo  imperversare  del  tempo  a  scrosci  di  pioggia 
e  di  neve  turbinate. 

Dipui  nel  secondo  giorno  festivo  della  Pentecoste  infuria- 
va qui  un  temporale  di  grandine  che,  sebben  mista  a  pioggia 
ricopriva  la  terra  e  aggelava  l'aria.  E  alla  susseguente  fosti- 
vita  del  Corpus  Domini  poco  mancò  che  una  simile  intempe- 
rie di  pioggia  non  impedisse  la  solenne  processione  all'aperto 
delle  vie,  come  ciò  è  avvenuto  a  Milano  e  Torino.  Tanta  é 
la  minaccia  di  pubblica  grave  calamità  che  a  ragione  se  ne 
teme  una  generale  scarsezza  di  ricolti  e  perciò  un'anno  di 
miseria  e  di  fame.  A  questo  punto  la  povera  e  breve  scien- 
za del  Fisico  non  ha  che  a  chinare  la  fronte  e  supplicare  col 
popolo  alla  Potenza  che,  o  flagella  e  punisce,  o  solo  salutar- 
mente spaventa,  valendosi  non  più  che  delle  stesse  natura- 
li cagioni  e  leggi  da  essa  Lei  create  e  stabilite.  E  forse  che 


(  ii^'i  ) 
non  s'addice  qucsfumile  ossequio  del  Filosofo  alla  luce  della 

Cattolica  Veri(à,  mentre  fra  le  tenebre  dell'errore  perfin  la 

pagana  sapienza  ci  tramandava  scritto:  Coelo  tonanttm  credidi- 

mu$  Jovem  regìiare  ? 

Modena,  3  Giugno  1853. 

AG(;iL>'TA  AL   PRECEDENTE   ARTICOLO   DI   CONSIDERAZIOM    BAR03IKTRICIIE 

Giacché  le  riflessioni  che  poc'anzi  presentai  sopra  la  serie 
delle  mie  quotidiane  osservazioni  del  barometro  dall'anno  1830 
al  1850  potrebbero  eccitar  in  taluno  la  curiosità  di  conosce- 
re la  serie  simultanea  e  corrispondente  delle  temperature 
atmosferiche  da  me  osservate,  cosi  avendo  io  pure  ordinata 
e  ristretta  quesl  ultima  serie  al  modo  medesimo  che  praticai 
in  riguardo  al  barometro  ,  penso  che  non  sia  inulil  cosa  il 
qui  produrla,  ed  eccola,  immediatamente: 

TERMOMETRO  ESTERNO  E  OTTANTIGRADO 


.           Massimo         Minimo 
annuo           annuo 

Medio        (lift',  annue 

(Jilt'erenze 

annuo 

«—  t 

triennali 

i                0                  '                o 

1830  -4-15'  0833  -f-  ol  8417 

4-I1I0IO9 

4-  0",  0484 

1  -hl4,  6389  -h  7,  1389 

4-11,  1265  4-  0,2376 

a 

2-1-14,  1130  4-  6,3031 

4-10,  6147,-4-  0,  4062 -h  0,  2307| 

3  -hl3,  08H  H-  6,9831 

4-10,  2484,4-  0,2161 

4  -hl4,964()  -h  7,  3229 

4-11,  2989  -f-  0,  1551 

5,-f-14,  4875-1-  5,6396 

4-10,5146,-1-  0,  4510*-4-  0,2741 

6  -1-14,4000  H-  5,7479 

4-10,  5580  4-  0,  4840^ 

7  -l-13>  8833  -h  6,  6802 

4-10,4061  -f-  0,  1243! 

8  -1-14»  6833 -f-  6,  1302 

4-10,  5715'4-  0,  1647  4-  0,2577 

9  -hl5>4521  -h  6,8271 

-1-11,5038  4-  0,  3642; 

40  -hl4»  3538  -h  6,7833 

4-10.  8677  4-  0,  2991  • 

1  -M5»  4267  -h  8,  or.88 

-hit,  7673  H-  0,  0195  -f-  0,2276 

2  H-Ui  0650  -4-  6,  7083 

4-10,6617,4-  0,  2750 

3  -4-J4,  3104  -h  7,  0688 

4-10,  8566-4-  0,  1670 

4  -1-14,2718  -+-  7,  3902 

4-11,  1453.4-  0,  3143  4-  0,2521 

5  -f-14,  3229  4-  7,3396 

4-10,8876  -4-  0,0563 

6-Ì-15,  3313  -h  8,5933 

4-11,9870-4-  0,0247 

7  -^-14,  1878  4-  7,  2925 

-4-10,  1278.4-  0,  3876  4-  0,  1562 

8  -1-14,2000  -h  7,6550 

4-11,  0094,4-  0,0819 

9  -hl5,  1567 -h  7,7400 

4-11,4968  -f-  0,0484 

1850  -1-14,  1167  4-  6,3367 

4-10,  4694'-4-  0,  2427  -f-  0, 1243 

(284) 

Qui  ancora  il  termometro  usato  é  stato  sempre  il  medesi- 
mo e  tenuto  nello  stesso  luogo  all'aperto  verso  il  Nord  e  Tal 
a  dir  all'ombra.  Si  guardi  poi  che  i  riportati  massimi  e  mi- 
nimi annui  sono  come  feci  pel  barometro,  le  medie  delle  ri- 
spettive massime  e  minime  temperature  osservate  a  ciascon 
mese  dell'anno  e  dedotte  dalle  diverse  ore  di  anDoiameato. 
Rappresentato  con  $  il  medio  annuo  totale  e  con  i  la  semi- 
somma  dei  corrispondenti  massimo  e  minimo  annui,  forman- 
si  cosi  le  differenze  poste  nella  colonna  penultima  ,  che  ri- 
sultan  varie  di  anno  in  anno  entro  circa  mezzo  grado  Reaii- 
muriano.  Ma  é  singolare  che  le  medie  di  queste,  differenze 
nei  successivi  triennj  hanno  assai  prossimamente  un  valor  co- 
stante di  circa  o",  22  e  che  le  singole  offron  sempre  il  se- 
gno positivo,  come  trovai  accadere  anche  nelle  simili  diffe- 
renze barometriche. 

Presi  ora  i  massimi  i  minimi  e  i  medj  termometrici  della 
tabella,  vediamo  essere  stato 

demasiimi  annui        de  minimi  annui        de  medj  anntd 

il  mas». -|-iS/4o24  ncM839 -^8/5933  nel  1846 4-H/9870  nel  1845  . 

il  min.   -hl3,  0814        1833 -f-8,  6396        1835 4-10,2484        1833. 

ilmedio+U^  5015        1835  prosi».-h6,  9853        1833  pro8«.-hl0,  9586        1848  p 

^^^^*  ^^^"^  ^^^^  'W'^^  "^■^*  ^Hi^^  ^M^^  ^"^HW  ^H^i^   ^i^B^^^^^B  ^^a^B  «^^i^  ^H^^»  Il  ^M^^^  W^^^B^i^B^M^HBMi*       ma  ^^M^i*        "^         ^H^^  i      m 

quindi 

s"—r=  4-0,2347  5—  ('=  —0,  1312  s"—  1"=  —  0,  1591 

K,  come  pel  barometro,  no  viene  approssimativamente   la 

curiosa  e  sompiico  relazione 

(,'''  _  r]  -V  [J  -  i]  =  -  («"  —  «") 

Io  per  ora  non  mi  avanzerò  ad  altre  considerazioni.  Sol- 
tanto^ricordcrò  che  nella  mia  tavola  delfannua  pioggia  per 
rìnlervallo  stesso  dei  21  anni  il  1833  risultava  essere  stato 
il  secondo  fra  gli  anni  maggiormente  piovosi  e  di  poco  in- 
feriore al  1839  clic  vi  appariva  il  primo.  Ora  dunque  si  de^ 
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dfice  che  all'anDO  della  pressocchè  massima  pioggia  corrispo- 
le  per  me  la  media  delle  minime  annue    temperature  e    la 
minioui  dello  medie  annue.  Vi  corrispose  pure  la  minima  del- 
le massime.  Ma  rispeltoa  quesi*nllima  il  risultato  compara - 
lifo  é  in  opposizione  con  quello  dell'anno  1839  in  cui  s'u- 
nirono ambi  i  massimi  della  pioggia  e  dell'annuo    massimo 
delia  temperatura.  Di  tal  guisa  il  termometro  per  me  un  anno 
iì  pioTOSo  qual  fu  il  1833;  come  il  barometro  mi  contraddi- 
slime  l'anno  più  asciutto  qual  fu  il  1834,  cioè  Timmediata- 
iBcnte  consecutivo. 

Modena,  25  Giugno  1853. 
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«     .  ... 

SOLUZIONE  ALGEBRICA  DELLA 

x'  -+-  y'  =  (a'  -H  by  , 

ESSENDO    k    VV    VALORE    NUMERICO    INTERO. 

AOTJ  (*) 
•EL  PROr.  PAOLO   VOLPICELLI 

§.  I. 

È  facile  verificare  mediante  la  sostituzione,  che  la  propo- 
sta 
(1)  x'H-y'=  (a'  4-  by, 

è  soddisfatta  dalle  seguenti  generalissiroe  formule 

L  1.2  1.2.3.4 

-  ^'^^7^1""^f~^V-6  ^6-4-  ....±i*  (ovvero)  =t^aò*->  , 

1.  2...  D 


k  L  1.  2. 3 


k{k-ì)...(k-i)    ^.^^,  A(A-l)...(A-6)  ^.  ,, 

-f-  .  .  .  z±:Aai*-*  (ovvero)  rti  6*. 

Ognuno  rileverà  di  leggieri  la  elegante  dipendenza^  che  passa 
fra  queste  nuove  formule  solutive,  e  lo  sviluppo  della  potenza 


(*)  Questa  nota,  gii  presentata  nella  sua  maggior  parte  all'  acca- 
demia delle  scienze  delP  Islituto  di  Francia  (  Compiei  Bendus.  Tom. 
XXXVI,  p.  443) ,  è  r  estratto  di  una  memoria,  posteriormente  sullo 
stesso  argomento,  dall'autore  inserita  nel  Tom.  V."*  degli  alti  dell*  ac- 
cademia pontificia  de*nuovi  Lincei,  p.  315;  e  contiene  qualche  utile  ad- 
dizione non  ancora  pubblicata. 


I 

i 
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bioomiale  (aH-^)*.  Sarà  pure  facile  alToccasione^  cioè  secondo 
che  k  sia  pari  od  impari,  scegliere  qaello  dei  due  ultimi 
termini,  che  dovrà  competere  a  ciascuna  delle  (2),  come  an- 
cora quello  dei  due  segni,  da  cui  dovrà  essere  il  termine 
stesso  preceduto. 

Il   termine  generale  per  la  prima  delle  (2)  sarà 

1.  2.  3..,..  2(n— Ij 

non  compreso  il  primo  di  essa;  e  per  la  seconda 
(^/      S        delle  medesime  sarà 

fc(*^l)..  [A— 2(n-l)]    ^  ,       ,  , 
1.2.3....  (2n-l)  ' 

nelle  quali  due  formule  rappresenta  n  la  sede  del  termine 
che  si  vuole. 

Simboleggiando  con 

il  nomerò  delle  combinazioni  di  a  cose  in  S  luoghi,  e  sem- 
plicemente con  C«  il  numero  delle  combinazioni  quando  ft=oc, 
potranno  le  (2)  venir  espresse  anche  a  questo  modo 

X  =  =t  [  C,  a*  —  C,.,  a*-^  b^  -i-  C,  4  aM  64  _  . .  .  . 

=+=  C^  4*       (ovvero)    dz  C*,,  ai*-'  ; 

y  =  zt  [  C*,,  a*-  b  —  C,,3  a*-'  *^  -H  C,,5  a*-^  65  _  .... 

db  C*,i  a'/-'      (ovvero)  zb  C^  6*  . 
Similmente  simboleggiando  con 

il  nomerò  delle  permutazioni  di  a  cose  in  ^  luoghi,  e  sem- 
plicemente con  Poe  il  numero  delle  permutazioni^  quando  ^=a, 
le  formule  (3)  si   esprimeranno    rispettivamente    pure    colie 


i 
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T 

"^■^     «^aa 

-  <r  7  ».«— i;        . 

a,«-i;  ^a>-l) 

PaV.) 

t 

T 

^=b 

P*  .  2/1-1            j. 

P            " 

;ai-i]  4M-I 

• 

od  anche  colle 

T 

=  =*= 

e*.  a(«-.)  0*-»;- 

-')4»;"-'), 

T 

=  — 

')  4»"-« . 

Dopo  ciò  consideriamo  primieramente  il  caso  di  k  pari;  e 
facendo  per  brevità 

a*  -+-  A*  =  z, 
abbiansi  le 


k 
che  sono  di  numero    —  .  Inoltre  sicno 

(a;*_     ,  y*_     );    (j?*  ,  y*_  ) 

a    "*         a      *  a  a" 

le  soluzioni  che  appartengono  rispettivamente  alle  (4),  e  che 
ottengonsi  dalle  (2),  facendo  successivamente  ìncsse 

*  =  2,  4,  6, i 

j 

La  proposta  (1)  sarà  soddisfatta  dalle  soluzioni  segoenli  ^^ 

JL  JL  —  -  * 

^{x  *  "'  a:,  ,  «  *  "'  y,)}     («  *   '*  a:,  ,  «  *  '*  y»)  J 

(jjf*  "^ x^j  M^  "*  ya);....  j  (w  ji      ,  sy  i^     );  («*  ,y  *),   •^ 


I 
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che  saranno  tatle  quelle  cbe  le  appparlengano;  perché  sono 

latte  diverse  fra  loro,  e  di  namero    — ;  quante  cioè  ne  as- 

À 

segnano  in  tal  caso  le  relative  formule  di  Gauss,  già  da  me 

dimostrate  (*). 

La  soluzione  che  rappresenta  una  qualunque  delle  (5)  sarà 

k  k 

nella  quale  potrà  n  ricevere  gJ*interi  tulli  da  1  sino  a  — . 

Le  molte  proprietà  che  appartengono  alle  stesse  (5),  si  tro« 
▼ano  già  sviluppate  nella  memoria  sullo  stesso  argomento,  ci- 
tata in  principio  di  questa  nota.  Qui  osserveremo  solamente: 

k 
1*.  che  le  (5)  si  distinguono  in  —  speciij  le  quali  l'una  dall'al- 

ira  diversificano  pei  fattori  z,  comuni  ai  due  numeri  compo- 
nenti le  soluzioni  stesse  ;  proprietà  già  osservata  da  me  in 
altre  simili  soluzioni  (^). 

2.''  che  quante  volte  a^  -+-  h^  sia  un  primo,  Tultima  delle 
(5)  si  compone  di  due  numeri  primi  fra  loro. 

3.^  che  la  soluzione 

X  =  a*  —  4'  ,        y  =  2a4  ,        jj  =  a^  -4-  4^ , 

data  per  la  a:'H-y'  =  s'  dal  De  Frenicle,  sul  finire  del  de- 
cimo settimo  secolo,  nel  f".  Y  della  prima  raccolta  dell'acca- 
demia reale  delle  scienze  di  Parigi,  pubblicalo  nel  1729  ^*^)^ 


C)  Comples  Aendus  T,  XXXIH,  p.  324.  —  AUi  dell'  Accademia 
poolificia  de'Naovi  Lincei  T.  IV,  novembre  1850,  pa^.  22.  —  Annali 
dì  ScifDie  Hat.  e  fisiche  T.  I,  dicembre  ISSO,  pag.  527. 

(**)  Annali  di  Scienze  fìsiche  e  mal.  1850,  p.  371:  —  Idem  1852  , 
p.  130.  —  Atti  deir Accademia  ponlifìcia  de* nuovi  lincei  T.  IV.  p.  508. 

f '*)  Comptea  Rendus  T.  XXVIll,  p.  755. 

Awmai  di  Scienze  Mal.  e  Fi$.  T.  IF.  agosto  1853  19 
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è  un  caso  particolare  delie  mie  precedenti  formule  (2),  dalle 
qaaii,  facendo  in  esse  k=2j  si  ottiene  la  soluzione  medesima. 

§.  III. 
Venendo  al  caso  di  k  impari»  si  abbiano  lo 

cbe  sono  — ^r—  di  numero.  Inoltre  sieno 

(^i  >  Vi)  ;  {^2  »  ^a)  ;  (^3  >  Va)  ;  ...  ;  (^*^i ,  y*;*.i) , 

le  soluzioni  che  appartengono  rispettivamente  alle  (6)^  e  che 
si  deducono  tutto  dalle  (2)  ,  facendo  successifamcote  io 
esse 

La  proposta  (1)  sarà,  per  questo  caso,  verificata  dalle  sola* 
zioni  seguenti 

*-i  *-i  *-3  *-3  k-S  *-5 

j(z'ar, ,   z*y,);    («^««a,    ^^^2);     («*a;3,    «  '  ^3)  ; 

a  a  9  a 

che  saranno  tutte  quelle  che  appartengono  alla  medesima,  per- 

che  oltre  ad  essere  tutte  fra  loro  diverse,  sono  di  numero  -^9 

cioè  quante  ne  assegnano  per  questo  caso  Io  corrispondenti 
formulo  di  Gauss,  precedentemente  citate. 
L*espressione  di  una  qualunque  delle  (7)  sarà 


nella  quale    potrà  la  n  ricevere  i  valori    tutti  dall'  1  sino 
al    — -—  . 


(291) 

Le  molle  proprietà  cbe  appartengono  alle  medesime  (7)^ 
faroDO  esse  pare  dimostrate  nella  memoria  sullo  stesso  argo- 
mento, citata  in  principio.  Qui  ci  limiteremo  a  rilerarc  che: 

l."*  le  soluzioni  della  proposta  (1),  pure  in  questo  secon- 
do caso,  vengano  distinte  in  tante  specie,  quante  sono  le  unità 

— —  :  specie  che  diversificano  fra  loro  pei  fattori  z,  comn- 

ni  ai  due  numeri^  che   compongono  le  soluzioni  medesime  : 

2.^  le  soluzioni  (7),  dall'ultima  in  fuori,  tutte  si  compon- 
gono di  due  numeri  evidentemente  non  primi  fra  loro;  men- 
tre Tultima  di  esse,  quante  volte  a^  -H  b*  sia  un  primo,  ri- 
solta di  due  numeri  primi  fra  loro: 

3.*  supponendo  nella  (1)  a  =  6,  avremo  a  risolvere  la 

(8)  x' -4- y»  =  (2« Y  , 

la  quale  solo  può  verificarsi  per  k  impari. 

Per  tanto  le  (2),  nel  caso  attuale,  si  ridurranno  alle 


=[,- 


Kh—i)         k{k  —  1)(A  -  2)(A  —3  ) 


2  1.  2.  3.  4 

A(A  —  1)  ...  (A—  5) 


. .  .  ±  A  la* , 


['- 


1.  2.  ...  6 

k{k  ~  I)(A  —  2)        k{k  —  1)  ...  (Jt-4) 
1.2.3  "*"  1.3.5 

A(A  —  1)  ...  (A  —  6) 


.  ..=t  ilo*; 


1.2...7 
e  poiché,  nel  caso  di  A  impari,  abbiamo 

1         ^A  -  1)       k{k  -  1)...(A  -  3)  ^^_,^,^^ 

A(A -- 1)(A  -  2)  .  A(A-l)...(A-4)  ...    ,.    ti 
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essendo  gli  esponenti  ^j  y  duo  interi  ,  perciò,  avendo   solo 
riguardo  al  valore  numerico,  avremo 


*-i  i-i 


(9)  ar=2*a*,      y=2'a*. 

Se  pertanto  si  pongano  le 

(  x^'^x^=2a\      ar*  -f.  y'  =  (2a^3, 
(10) 

(  x^^y'  =  {2ay,  ...,  x^  -+<  y»=  (2a*)*, 

facendo  nelle  (9)  successivamente  A  =  1,  3,  5,  7^  ...  ,  si 
avranno  per  le  (lU)  le  seguenti  rispettive  soluzioni 

(2**a,  2H      (2'a3,  2'a3);      ^2V,  2'a^)  ;     ...  ;  (2~a*,  2~o*). 

Quindi  per  lo  dottrine  precedenti  è  chiaro,  che  le  soloziooi 
tutte  della  proposta  (8)  saranno 

(2a')  ^   (2°a,  2°a);      (2a')  ^    (2»a3  ,  2'a^)  ; 
(2a")  "    (2'a5,  2"a5);     (2a')  '  (23a7  ,  2V)  ; 


*-3  A-3  *22  ti 

(2a^)(2  »  a*-»  ,  2  ^a*-=»);     (2  ^  a^  2  *  a*) , 

che  tutte  sono  eguali  fra  loro,  ed  ognuna  perciò  riduccsi 
allultima  delle  medesime.  Dunque  la  (8)  ammette  una  sola 
soluzione,  e  questa  composta  di  numeri  non  primi  fra  loro; 
cioè  la  potenza  di  grado  impari  del  doppio  di  un  quadrato, 
potrà  una  sol  volta  spezzarsi  nella  somma  di  due  quadrali. 
Abbiamo  pertanto  risoluta  la  proposta  nel  modo  il  più  ge- 
nerale non  solo ,  ma  eziandio  il  più  elementare  ,  senza  va- 
lerci del  calcolo  delle  forme  immaginarie  ;  Io  quali  però 
possono  in  questo  genere  di  ricerche  con  utilità  impiegarsi. 


I 
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come  già  egregiamente  fece  il  chiarissimo  sig.    prof.  Bella- 
vilis  (*). 

§.  IV. 

Molte  consegocDze  pure  dodaconsi  dal  considerare  le  solu- 
zioni della  (1)  senza  distinguere  il  caso  di  k  pari  da  quello 
di  il  impari;  e  furono  esse  già  dedotte  nella  più  rollc  citata 
memoria,  cui  rimandiamo  i  lettori.  Termineremo  questa  nota 
limitandoci  ad  esporre,  con  qualche  utile  addizione,  ciò  che 
si  trova  sul  fine  della  memoria  stessa. 

l.""  Affinchè  la  proposta 

a?   -4-y   =c  , 

possa  risolversi,  dovrà  l'intero  e  potersi  ridurre  nella  somma 
di  due  quadrati,  ciò  vuol  dire  che  dovrà  verificarsi  la  se- 
guente condizione 

(11)  e  =2'*  S' A«.  A^  Ayj. . .  A^  , 

nella  quale  i  fattori 

A|  j  ^a  >  ^3^  •  •  •  •  >  A^  > 

rappresentano  primi  diversi  fra  loro,  ed  ognuno  della  forma 
4m  H-  1  ,  ovvero  in  — 3  ;  il  fattore  S  indica  un  prodotto 
di  primi,  ciascuno  della  forma  4m  -^  3,  ossia  4n  -—  1  ;  da 
ultimo  gli  esponenti 

esprimono  interi,  dei  quali  sarà  jli  =  0  >  quando  sia  e  im- 
pari. Sappiamo  dalla  teorica  dei  numeri  (  Gauss  ) ,  che  ve- 
rificata la  (11),  lo  spezzamento  del  numero  e,  in  somme  ognu- 
na di  due  quadrati,  avviene  sempre. 

2.^  Essendo  [x  pari,  od  anche  nullo,  ed  inoltre 

•  "       '  ■  '■  ■  * 

(*)  Annali  di  Scienze  matematiche,  e  fìs.  T.  \,  an.  1850,  p.  422. 


*       "^  Ai  sotta»  V       -  JrtU.  ..^ 

.   so\u«o»'  *^    ,.  Atte  «l'»*    .i.ttO».»*^^ 

<"^enU,  o^^^U  CUV     ^,s,c..a«^-;  r^^V  due 
,T»oftO  '         oioe»*>  «         oooa,  «^  /numero®*  »!    «sscte 

numen  ?'»«**     «et  \a  t««'*''  .,  >  'V  •. 

^^:,.d.r.-^^* 

i"  '^^^  ^    essete  >^  '  ^,ascuno**"v^^^  e  «atk 

oWx^ooV  deUa 

sono  jc  «=  i^^' 

AVcu^VaSoAa  ^      .^V«taVoto,e 
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.^er  tanto  arrcmo  fcrificala  la 

ar*  -f-  y'  =  A«,  h^^  hy^  .  ,  .  A^  ; 

3è  la  somma  re'  -H  y^  noo  sarà  divisibile  aOEado  in  tal  caso 

.*r  OQ  primo  della  forma  4m-f-3,  ovvero  4n  —  1.  Dunque 

d  due  nameri  Xj  y  non  abbiano  per  fattore  comune  nn  pri- 

oo  della  forma  ora  indicata^  neppure  la  somma  x^  +y^  dei 

oro  quadrati  avrà  quel  fattore. 

Questo  teorema  fu  già  dimostrato  dal  celebre  Eulero,  per 
mezzo  delfaltro  di  Fermat  sulle  potenze  prime  dei  numeri 
interi  (*);  ma  noi  lo  abbiamo  dedotto  a  guisa  di  corollario 
dalla  condizione  (12),  che  si  riferisce  alla  possibilità  di  spez- 
zare un  intero  e  in  somme  ognana  di  due  quadrali ,  questi 
essendo  in  alcune  primi  fra  loro,  e  non  in  altre. 

5.°  Potremo  ancora  concludere  dalla  (12)>che  se  duo  nu- 
meri JT,  y  non  abbiano  per  fattore  comune  una  potenza  pari 
di  2,  neppure  la  somma  dei  loro  quadrati  avrà  per  fattore 
una  simile  potenza. 

6.°  I  divisori  tutti  di  e  nella  (12)  consistono  evidente- 
mente nelle  combinazioni  e  dei  fattori  Ai ,  A^  ,  .  .  . ,  A^  ,  e 
delle  diverse  potenze  loro  ;  ma  ognuna  di  queste  combina- 
zioni, per  la  teorica  dei  numeri  si  riduce  in  una  somma  di 
due  quadrati  :  dunque  ogni  divisore  della  somma 

a:*  -f-  y^  =  e  j 

nel  caso  in  cui  la  condizione  (12)  si  verifichi  ,  é  un'altra 
somma  di  due  quadrali,  quand'anche  x,  ed  y  sicno  primi  fra 
loro.  Dunque  sebbene  due  numeri  Xj  y  sicno  primi  fra  loro, 
ciascun  divisore  della  somma  x^  +  y^  sarà  pur  esso  una 
somma  di  due  quadrati.  Questo  teorema  fu   dimostralo    in 


C)  Nouvelles  Annales  de  malli,  par  M.  Tcrquem  e  M.   GcroDO  T. 
12.  Pari»  1853.  p.  46. 
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varie  guisa  :  una  dimoslrazionc  del    luedesimo    fu  data  dal 
Sig.  Serre!  (%  ed  un'  altra  dal  Sig.   Hermile  (^)  ;  noi  però 
abbiamo  dedotto  il  teorema  stesso  dalla  medesima  coodizio- 
De  (12)  dalla  quale  deducemmo  il  precedente. 

7.»  Dice  Lcgendro  nella  sua  Teorica  dei  numeri  ,  T.  I. 
p.  203  terza  edizione  (183U)  <c  Tout  diviseur  do  la  formu- 
»  le  1^  -4-  u^  composée  de  deux  carrés  primiers  entro  eux  , 
»  est  égalemcnt  la  somme  de  deux  carrés  premiers  entro 
»  eux  ».  Osserviamo  a  questo  proposito,  che  i  duo  numeri 
119  e  120  sono  primi  fra  loro>  poiché  abbiamo 

119  =  7.17,     120=2\3.  5; 

dunque  saranno  tali  anche  i  quadrali  dei  numeri  stessi,  ed 

avremo 

H9'h- 120^  =  28561. 


Inoltre  i  numeri  39,  e  26  non  sono  primi  fra  loro  ,  per- 
ché hanno  il  13  per  fattore  comune^  quindi  neppure  i  loro 
quadrali  saranno  primi  fra  loro,  laonde  sarà 

39'  -H  26^  =  2197. 
Ora  poiché 

119' -#-120'       ,^ 
39'  H-  26'  ~      ' 

perciò  concluderemo  che  la  somma  di  due    quadrati     primi 

fra  loro,  come  la 

119'  ^  120' , 

può  anche  ammettere  fra  suoi  divisori  la  somma  di  due  qua- 
drati non  primi  fra  loro,  come  la 

39'  -+-  26' 
contro  Tenunciato  sopra  espresso. 


(*)  Journal  de  mathématiques  pures  et  appliqueés  T.  Xllf. 
(*'}  Serret.  Cours  d'Algebre  snpérieure.  Paris  1849  p.  330. 
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Ed  in  falli  polendo  una  somma  di  due  quadrali,  fra  loro 

\iàxoij  essere  anche  rapprcsenlata  generalmente  dal  secondo 

membro  delia  (12),  ogni  divisore  di  essa  dovrà  essere  certo 

\a  somma  di  due  quadrati  j  ma  questi   potranno  anche   non 

timeprinU  fra  laro. 

8.°  Se  il  numero  e  sia  tale,  che  ognuno  de'  suoi  spezza- 
menti nella  somma  di  due  quadrati,  si  componga  di  due  nu- 
meri primi  fra  loro,  primieramente  sarà  S  =  1 ,  fx=  0;  sc- 
coodarìamente  dovrà  verificarsi  o  la  condizione 

(13)  flt  =r  /3  =  ...=:  0  ,    7  =  2,    e  perciò    e  =  h^j^^n  : 
o  Tal  tra 

(14)  a  =a  ^  =  y  =  ...  =  1,    e  perciò    e  =  A^  A,  h  •••  **  • 

Dunque  se  due  numeri  x,  y  sieno  primi  fra  loro,  ed  inoltre 
la  somma  e  dei  loro  quadrati  sia  della  forma  prescritta,  o 
dalle  (13),  o  dalle  (14),  qualunque  divisore  della  a;^+y'  sarà 
pure  una  somma  di  due  quadrati  primi  fra  loro. 

Qoesto  teorema,  che  pure,  come  i  due  precedenti,  dedu- 
cemmo dai  criteri  per  lo  spezzamento  di  un  numero  in  som- 
me ognuna  di  due  quadrali,  diversifica  da  quello  sopra  cita- 
to {T)  di  Legendre,  per  raggiunta  delle  condizioni  (13),  (14), 
le  quali  però  sono  indispensabili  a  verificare  il  teorema  slesso. 

L'argomento  di  questa  nota  sarà  da  noi  ripreso,  per  trat- 
tare del  caso  di  k  fratto,  positivo,  e  negativo. 


(  298  ) 


SULLA  VARIAZIONE  DELLE  COSTANTI 
ARBITRARIE  NEI  PROBLEMI 
DELLA  DINAMICA. 

MEMORIA 
DEL  PROV.  VRANCCSCO  BHIOSCHI 


Le  ricerche  di  Eulero,  di  Lagrange,  e  di  Laplace  iotorno 
le  variazioni  degli  elementi  delle  orbite  dei  pianeti    furono 
il  primo  passo  alla  teorica  della  variaiione  delle  costanti  ar- 
bitrarie nei  problemi  della    Dinamica.    Le  formolo    generali 
per  le  qaali  si  hanno  le  yariazioni  delle  costanti  Tennero  Irò- 
rate  da  I^grange;  esse  danno  i  vaimi  delle  derivate  parziali 
rispetto  alle  costanti  della  funzione  delle  forze  pertarbatrici 
espressi  per  mezzo  della  somma  dei  prodotti,  delle  derivale 
rispetto  al  tempo  delle  medesime  costanti  arbitrarie^  per  al- 
cune espressionii  la  proprietà  caratteristica  delle    quali  si  ò 
di  non  contenere  esplicitamente  il  tempo.  Col  mezzo  di  que- 
ste formole  la  ricerca  della    variazione   delle  costanti  è  ri- 
dotta alla  risoluzione  di  molte  equazioni  di  primo  grado  ad 
altrettante  incognite.  Allo  scopo  di  evitare  questa  operazione    , 
Poisson  pensò  di  esprimere  le  derivate    delle   costanti  arbi«-    - 
trarie  per  mezzo  delle  derivate  parziali  della  funzione  delle  ^ 
forze  perturbatrici,  e  le  formole  a  cui  giunse,  le  quali  pon — 
no  dirsi  le  reciproche  di    quelle    di    Lagrange ,  contengono^c 
pure  funzioni  aventi  la  proprietà  caratteristica  identica  alla^ 
esposta  per  quelle  di  Lagrange.  I  lavori  più  recenti  di  Gau — 
chy,  di  Bìnet,  ecc.  sull'  argomento  contengono  nuove  dimo — « 
slrazioni  delle  formole  di  Lagrange  e  di  Poisson,  ed   appli — 
cazioni  di  esse  a  casi  particolari.  Devesi  a  Jacobi  V  aver  ri-^ — 
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doltc  le  formòlo  per  la  ricerca  dello  variazioni  delle  costanti 
a  semplicissima  forma,  od  averle  ridotte,  come  le  denomina 
qaeirautore,  alla  loro  forma  canonica.  Quelle  formolo  si  di- 
cono avere  la  forma  canonica  ,  allorquando  si  possa  espri- 
mere la  derivata  rispetto  al  tempo  di  una  qualsivoglia  co- 
stante arbitraria  ,  per  la  derivata  parziale ,  rispetto  ad  un 
altra  costante,  della  funzione  delle  forze  perturbatrici;  vale 
a  dire  allorquando  saranno  eguali  all'unità  alcune  di  quelle 
funzioni  dotato  della  proprietà  enunciata,  e  le  altre  saranno 
nulle.  Lagrange  aveva  già  dimostrato  alla  Sez.  Y.^  della  se- 
conda parte  della  M.  A.  come  ciò  avvenga  ogni  qualvolta  si 
assumano  a  costanti  arbitrarie  i  valori  iniziali  delle  coordi- 
nate, ed  altre  quantità  dipendenti  dai  valori  iniziali  delle  ve- 
locità componenti;  questa  osservazione  non  era  sfuggita  ai 
Poisson;  ma  Jacobi  in  un  teorema  enunciato  nel  T.  V.®  dei 
Comptes  Bendus,  e  dimostrato  in  seguito  dal  Sig.  Desboves 
ha  dato  un^altro  sistema  di  costanti  per  le  quali  verificasi 
quella  proprietà.  Queste  costanti  arbitrarie  sono  quelle  che 
si  incontrano  allorquando  si  determinano  gli  integrali  di  un  pro- 
blema di  Dinamica  col  mezzo  di  una  equazione  alle  derivate 
parziali  del  primo  ordine  come  insegnarono  Hamilton  e  Jacobi. 
E  noto  che  indicando  con  qi  ^  q^  t  -  •  *  im  ^  variabili  indi- 
pendenti, in  funzione  delle  quali  sieno  date  le  coordinate 
dei  punti  di  un  sistema;  con  T  la  semisomma  delle  forze  vive, 
con  U  la  funzione  delle  forze,  e  con  p^  ,  />^  fn  ordina- 

dT         dT  dT 

lamento  le  espressioni  -7-7-  ,   -r-r-  » -r-p  >  ©  de- 

dy'i        àq\  àq\ 

nominando  9  una  soluzione   completa    della    equazione  alle 
derivate  parziali  del  primo  ordine  : 

(1)  T-UH-^=0 

le  equazioni  : 


(2) 
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d^                  d^ 

agi      "^       aqt 

de 

P'  -  d«,'    P'-doc,'-  ' 

B   -  ^'^    - 

sono  le  equazioni  integrali  del  moTÌmento  ;  nelle  qaali  oci  , 
0C2  '  •  '  >  ocn  sono  le  n  costanti  introdotte  dall'integrazione 
della  equazione  alle  derivate  parziali ,  ed  insieme  alle  /3| , 
/3a  •  •  •  ^/i  sono  le  2n  costanti  arbitrarie  delle  equazioni  iu- 
tegrali  del  movimento. 

Ora  indicando  con   \t-')ì  I^  derivata  totale  della  funzio- 
ne '<p  rispetto  ad  a,  si  ha  : 

\d^J~d^2jdq'r  à^s  '       \d^sf^  l^dir   à^s 

r  r 

le  quali  equazioni  osservando  alle  superiori  si  mutano  nelle: 

r  r 

Sì  derivi  la  prima  di  queste  equazioni  rispetto  a  /3^ ,  la  se- 
conda rispetto  ad  ax9  e  sottraendo  i  risultameoti  si  ottiene 
la 

Zj^dus  d/3,     dp,  da,/~     • 

r 

Affatto  analogamente  si  dimostrerebbero  le  altre  tre  equa- 
zioni seguenti  3 
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•1 

J 


2m^à(Xi  da,        da,  docj         ' 

r 

(3)     /      ^(^  ^  _  ^'-  ^\  — 0 
)     2jWì  d/3,       d/5,  d/3,' 

r 

^d«,  d/S,        d/3,  da,/ 

I  primi  membri  di  queste  equazioni  sono  i  tipi  di  tutte 
qaelle  funzioni  che  entrano  nelle  formole  generali  date  da 
Lagrange  per  la  riccrea  delle  variazioni  delle  costanti  arbi« 
Irarie. 

La  proprietà  or  ora  dimostrata  per  le  funzioni  di  Lagran- 
ge, sussiste  anche  per  quelle  che  entrano  a  comporre  le  for- 
inole di  Poisson;  vale  a  dire  alcune  di  esse  si  annullano  iden- 
ticamente, ed  altre  eguagliano  V  unità.  Dal  confronto  delle 
formole  di  perturbazione  ridotte  alla  forma  canonica  con 
quelle  trovate  da  Poisson^  nasce  spontanea  l'esposta  osserva- 
zione; ma  per  distinguere  quelle  funzioni  che  annullansi  da 
quelle  che  sono  eguali  all'unità ,  faremo  uso  di  alcune  for- 
mole dovute  al  Sig.  Cauchj,  le  quali  contengono  le  relazioni 
generali  fra  le  funzioni  di  Lagrange  ,  e  quelle  di  Poisson. 
Deoominiamo  ai ,  a^  .  .  . .  a^^ ,  2n  costanti  arbitrarie  di  un 
problema  di  Dinamica,  e  poniamo  per  brevità  : 

r 

r         1  — V'  (—  ^^'  _  —  —\ 


la  seconda  delle  quali  espressioni  è  il  tipo  delle  funzioni  di 
Poisson.  Le  formole  dovute  al  Sig.  Gaucby  si  ponno  ridurre 
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alle  due  segacnti  : 


Quindi  osservando  alle  equazioni  (3)  dedurremo  facilmente , 
che  supposte  le  costanti  del  problema  essere  le  a^ ,  a^  .  .  .  . 
i9i  1  /3a  •  •  •  •  9  sussisteranno  le  equazioni  : 


(4)    [«r ,  Pr]=l>  Us ,  iSj=0,  [a,  ,  a,]=0,  [jS, ,  /3j=0. 

Ciò  posto  se  si  ritengono  le  formole  del  moto  non  perturbato 
rappresentate  dalle  equazioni  : 

(^\-  ^SL-z3         (^Il\^  _  ^^^  -  ") 

nelle  quali  facciasi  r  =  l,2....n;ele  formole  del  moto 
perturbato  rappresentate  dalle  : 

ig^  _  d(T— U— P)  4Pr  _  _  d(T— U— P) 

dì  dpr  '         dt  ~  dq^ 

nelle  quali  P  rappresenta  la  funzione  perturbatrice  ;  sussiste- 
ranno le  equazioni 

Z/LdqA  dt  )      dpr\  di  ) J       '    2j\dqr    di      dp,    dtf        di 

r  r 

e  per  conseguenza  : 

da, ^^/docs  dP         da,  dP\ 

di  ~2j^dp^  dqr        dqr  dpj  * 

r 

Ora  si  osservi  essere 

dP_^/dP    do,     dP    d^A     ^_^/^  ^     ^   ^\ 
dq^      i^>da/  dy^      d/3,  dy^/  *  dp^       ^Ida,  dp^      d/8/  <|p^/ 
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per  coi  sostituendo  ,  ed  avendo  rigaardo  alle  equazioni  (4) 
si  ha  : 

da,_  dP^ 

di  ^  d/3,    • 

Le  formolc  per  la  yarìazionc  delie  costanti  ridotte  alla  loro 
forma  canonica  sono  quindi  le  : 


(5) 


da.       dP       da,       dP 

it~  d/3.    '    dt~  d/3,    •  •  •  • 

da;,       dP 

d/S,_      dP        d/9._      dP 
d(  """      da,  '    dt   ~      da,  * 

d^a             dP 
■  *  *   dt   ~~        da« 

Osserriamo  che  allorquando  U  non  contenga  esplicitantente 
il  tempo,  e  quindi  abbia  luogo  il  principio  delle  forze  vive 
n  ha: 

T-U  =  a,, 

e  che  supponendo  essere  la  funzione  ^  una  soluzione  com- 
pleta di  quest*  ultima  equazione  gli  integrali  del  problema 
sono  dati  dalle  : 

dip  d^  d^ 

(6)     ■ 

^''-d<X^'""^'^  da/-   •  '^''-   dCK„' 

ma  le  equazioni  (4)  sussisteranno  ancora,  e  le  (5)  daranno 
ancora  la  variazione  delle  costanti.  La  proprietà  caratteristi- 
ca delle  funzioni  [a,-  ,  ai\  di  rimanere  costanti  per  tutta  la 
dorata  del  movimento  venne  da  Jacobi  considerata  come  utile 
mezzo  nella  ricerca  degli  integrali  dei  problemi  di  Dinamica. 
Infatti  in  una  lettera,  diretta  da  quel  celebre  autore  alfAc- 
cademia  delle  Scienze  di  Parigi  poco  tempo  dopo  la  morte 
di  Poisson  ,  a  proposito  della  proprietà  di  quelle   funzioni 
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enuncia  il  seguenlc  teorema  :  sapponcndo  che  in  nn  proble- 
ma di  dinamica  abbia  luogo  il  princìpio  delie  forze  vi?e,  se 
si  conoscono  due  allri  integralii  oltre  V  integrale  fornito  da 
questo  principio,  se  ne  può  dedurre  un  terzo  in  un  modo 
diretto,  e  senza  neppure  fare  uso  di  quadrature.  Gontinaan- 
do  il  medesimo  processo  si  otterrà  un  quarto,  un  quinto  in- 
tegrali e  cosi  vìa. 

Il  processo  a  cui  allude  Jacob!  si  è  di  approBttarc  della 
proprietà  della  funzione  [a^  ,  a^l  «  formata  mediante  le  due 
costanti  dei  due  integrali  conosciuti,  coU'eguagliarla  ad  una 
terza  costante  arbitraria,  ed  ottenere  cosi  in  generale  un  al- 
tro integrale.  Poisson  aveva  già  osservato  come  questa  terza 
costante  arbitraria  potrà  in  alcuni  casi  ridursi  ad  una  co- 
stante determinata,  e  Jacobi  nella  lettera  citata  fa  riflettere  co- 
me quel  terzo,  quarto  . ..  integrali  ottenuti  in  quel  modo  pò* 
tranne  in  questioni  particolari  risultare  da  combinazioni  dei 
già  trovati.  Bertrand  (*)  in  un  recente  lavoro  sulla  integra-  - 
zinne  delle    equazioni   della   dinamica ,  giunse  a  dimostrare    s 

come  questi  due  casi  rientrino  l'uno  neiraltro,  e  come  pos 

sano  esistere  per  un  problema  qualunque  di  Dinamica^  inte 

grali  che  soddisfano  alTuna  od  all'altra  delle  equazioni  : 

(7)  [a,  ,  a,]  =  1 ,         iar  ,  aj  =  0. 

Poggiando  sulla  dimostrata  possibilità    di    ridursi    identiche  4 
queste  due  ultime  equazioni  il  Sig.  Bertrand  deduce  un  me 
todo  per  la  ricerca  degli  integrali  di  un  problema,  allorqua 
do  uno,  o  più  di  essi  siano  conosciuti^  e  lo  applica  vanta 
giosamente  in  varj  casi  particolari.  Infatti  supponendo  che 
fosse  costante  arbitraria  di  un  integrale  conosciuto,  le  equs 
zioni  (7)  sono  equazioni  alle  derivate  parziali  del  primo  0 
dine  e  lineari,  le  quali  in  molti  casi  particolari^  saranno  r 
tegrabili,  e  forniranno  altri  integrali  del  problema.    Se  e 
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sideriamo  ora  che  supposte  le  costaDti  ai  ,  a^  . . .  .  as/z  ri- 
speUivamente  eguali  alle  «.  ,  a^  •  • .  ./3,  ,  /S^  .  •  •  •  sussislo- 
DO  identicamente  le  equazioni  (4)  ;  è  chiaro  che  per  tutti 
gli  integrali  di  un  problema  di  dinamica  potranno  verificarsi 
eqoaiioni  analoghe  alle  (7);  e  che  in  questo  caso  grintegrali 
medesimi  saranno  quelli  che  si  ottengono  col  metodo  dì  Ha- 
milton. In  questo  modo  viene  a  generalizzarsi  T importante 
processo  dovuto  al  Sig.  Bertrand  ,  e  viene  determinato  un 
sistema  di  costanti  arbitrarie  pel  quale  esso  ha  luogo. 

Per  rendere  più  chiaro  il  nesso  fra  gli  integrali  ottenuti 
col  metodo  di  Hamilton,  e  quelli  che  si  hanno  dal  metodo 
di  Bertrand,  incominceremo  dal  considerare  il  movimento  di 
un  punto  materiale  attratto  da  un  centro  fisso ,  supponendo 
la  grandezza  dell'azione  essere  una  funzione  del  raggio  vet- 
tore. Le  equazioni  alle  derivate  rappresentanti  questo  movi- 
mento sono: 

—  =  a-'  ,    ^  =  y' ,    -^  =  —  or)  —  ,  -^  =  —  ©  r)  — 
di  di         ^  '   di  ^^  ^    r    '  di  r\  /  ^ 

H  principio  delle  forze  vive  da 

essendo  U  =  —  /9(r)dr  ,  ed  a,  una  costante.   Pel  noto  me- 
todo di  Hamilton  fatto 

dx^  dy 

la  equazione  alle  derivate  parziali  sarà  : 

Un  integrale  di  questa  equazione  essendo  : 

(p  =  «i  Arc.tang.  —  -i- 1 ^dr, 
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nella  quale  a^  è  ana  nuova  costante  ;  gli  integrali  del  pro- 
blema saranno  : 


1/  [2(U  -»-  a,y  -  «M 


dr  =  /3.  4-t, 


Gl'integrali  intermedj  sarebbero  dati  dalle  equazioni 

y^  l/^[2(U-i.«,y— «M    X 

a;'  =  —  «a  _H . 

r  r  r 

y  —  «2  T  ^ —  • 

^  r^  r  r 

Dalle  quali  si  ha  il  quarto  intograle  : 

Ora  osserviamo,  cbe,  per  quanto  si  è  dimostrato,  le  fuozioni 
di  Poisson  per  questo  caso  particolare  devono  avere  i  valori: 

(8) 

Il  Prof.  Bertrand  applicando  il  suo  metodo  a  questo  caso 
ammette  l'integralo  del  principio  delle  aree,  e  quindi  le  equa- 
zioni alle  derivate  parziali  di  primo  ordine  e  lineari  sono 
le  due  : 

(9)        [aa,a]=0,        [«.,*]=! 

essendo  a,  b  costanti  arbitrarie.  L*  integrazione  della  prima 
di  queste  equazioni  conduce  quelfautore  a  due  nuovi  inte- 
grali, di  cui  l'uno  è  una  combinazione  degli  integrali  del 
principio  delle  aree>  e  di  quello  delle  forze  vive ,  e  l'altro 
dà  il  valore  del  tempo;  e  l'integrazione  della  seconda  dà  la 
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equazione  della  Irajettorìa.  Ora  vedesi  facilmente  conio  i  me- 
desimi Ire  integrali  corrispondono  alle  tre  equazioni  : 

(10)        [ai,  «0=0,    [«,  ,/3.]  =  0,     [«3,^0  =  1 

le  qnali  sono  fra  le  sei  equazioni  (S),  le  sole  tre  in  cui  en- 
tri la  costante  a,  .  Dunque  la  integrazione  delle  due  equa- 
zioni (9)  alle  deriyate  parziali  lineari  dà  risultamenti  iden- 
tici a  quelli  ottenuti  colfintegrare  la  equazione  di  Hamilton. 
Consideriamo  ora  il  movimento  di  un  punto  materiale  in 
on  piano,  essendo  : 

U  =  ;:5-  9(lang  «) 
r 

la  funzione  delle  forze.  É  il  secondo  esempio    discusso  dal 
Sig.  Bertrand.  Si  avrà 


fa 

r 


r*  G)'*  =  2/-^  9(tang.o)  -H  a,^ 


e  quindi  Tequazione  di  Hamilton  sarà 

una  soluzione  completa  della  quale  è  la  : 

iP  =  rt^(2gf  rj  —  «,)  j^  ^ J^[2y  (tang.o))  -h  a  J  ìg> 

essendo  0C2  una  nuova  costante.  Gli  integrali    del   problema 
saranno  : 

da.""  2a.  — '-+-/5.  , 

j — ^  -;: —  Ang.  taoe.r      ■  

Jl  _ 

2i/t27(lang.6))^-«,]    "  —  P»  ' 
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Gl'integrali  intcrmcdj  verranno  dati  dalle  equazioni  ; 

ed    essendo  -r-^  ^nr^cJ ,  la  costante  arbitraria  a^  appartic- 

ne  all'integrale  del  principio  delle  aree.  Le  (9)  sono  le  eqaa^ 
zioni  da  cai  parte  il  Sig.  Bertrand  nella  trattazione  di  que* 
sto  esempio,  e  le  (10)  ti  veriBcheranno  per  esso. 

Applicheremo  ora  il  metodo  del  Sig.  Bertrand  alla  ricer^ 
ca  delle  circostanze  del  moto  di  un  panto  sopra  una  super- 
ficie. Immaginando  sulla  superficie  due  sistemi  di  linee  orto- 
gonali rappresentati  dalle  equazioni  u  :=  cost'  ,  v  =  cost'  ; 
e  supponendo  che  le  linee  del  secondo  sistema  sieno  geode* 
tiche>  si  avrà  : 

T  =  i  iv!'  -h  Gt>'*). 

Supporremo  essere  G  funzione  della  sola  variabile  ti,  e  ciò 
aver  anche  luogo  per  la  funzione  delle  forze  che  denomi- 
neremo U.  Posto 

dT  dT 

le  equazioni  del  moto  saranno  : 

^**_  *'^_  *  ^— ^      i.^  '2      ^?  _  n 

dT"^'     d7~G'*'     d<~du"^  2  du''    '    d7~  "' 

ed  il  principio  delle  forze  vive  dà  : 

u''H-G«'"  =  2(UH.a.). 

Dall'ultima  dello  equazioni  superiori  si  ha  un  secondo  inte- 
grale del  problema;  cioè  : 

q  =  M  =  «a. 
Sia  : 


i 
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Qo  altro  integrale;  formata  la  equazione  [a,  a,]  =  0,  si  ot- 
tiene   --  =  0,  quindi  si  avranno  per  a  Tuna  o  l'altra  delle 

dae  forme 

(     a  =  ^(w,p  q) 

(11)  { 

e  formata  la  equazione  [6,  «2I  =  1  si  hanno  le  : 

(12)  } 

La  prima  delie  (11)  derivata    rispetto  a  t  j  avuto    riguardo 
alle  equazioni  del  movimento  dà  : 

dtt'^        dpVdtt        2  d«      /  ' 

la  quale  integrata  dà 

«  =  f[j,'  -2(u  -  y  Gè"  )]  =F(2a,) 

cioè  la  costante  a  è  una  funzione  della  costante  delle  forze 
rive.  La  seconda  delle  (11)  dà  : 

.         da  da/dll         1    dG   ,..        „ 

^•^dii'-^d^ldT— 2  dT'')  =  ^' 

e  quindi 

a  =  (    H — i-  dtt, 

(/  (2(U  +  «.)  -  y.) 

trascurando  una  funzione  arbitraria  delia  costante  oc, .  Que- 
sta equazione  dà  il  valore  del  tempo  ,  ed  è  un  terzo  intc- 
fi;ralc  del  problema.  La  prima  delle  (12)  dà  : 
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qaindi 

4  =  0—  f -;: ^d«, 

■'o|/(2,U«,)-«^) 

che  è  il  quarto  integrale  del  problema.  La  seconda  delle  e- 
quazioni  (12)  darebbe  evidentemente  una  combinazione  di 
questi  due  ultimi  integrali. 

Queste  formolo  sono  applicabili  allorquando  la  soperficie 
sia  di  rotazione,  e  la  forza  acceleratrice  si  supponga  diretta 
ad  ogni  istante  del  tempo  nel  piano  del  meridiano  corrispon- 
dente al  punto  della  superficie  in  cui  trovasi  il  mobile  }  e 
si  giunge  così  ai  risultati  ottenuti  dal  sig.  Jacobi. 

A  riscontro  dei  metodi  osserviamo  che  in  questo  esempio 
la  equazione  di  Hamilton  avrebbe  la  forma  : 

la  quale  nelle  poste  condizioni  è  soddisfatta  dalla  : 
f  =«,  t,  -*- J(/^(2  (U  -f-  «.  )  -  ^')d«, 
e  quindi  gli  integrali  del  problema  saranno  : 

i  quali  appunto  corrispondono  ai  trovati  più  sopra. 


d 
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La  dimostrata  proprietà  per  le  espressioni  [r<^ ,  /3^]  ,  con- 
dace  alla  generalizzazione  di  un  teorema  dimostrato  da  Ja- 
cobi  (t)  pel  movimento  elittico  dei  pianeti,  e  dal  medesimo 
autore  enunciato  come  generalo  per  un  movimento  qualun- 
que, supposte  però  le  costanti  arbitrarie  essere  i  valori  ini- 
ziali delle  quantità  variabili  cbe  entrano  nel  problema.  In- 
fatti sussistendo  identicamente  la  : 


L 


/do^  d^^_  dor  d^A  _  j 
\dp,  djf,       dy,    d/>,  / 


saranno  anco  soddisfatte  le  : 

Pi  «fa  •   •••■••(#1  •  Q  9  •  •••••  «fcCr  """*  1         •     ■         ^^    •        *^^     1         

^'   ^  ^      ^  d?!     dy,  àpi        àp2 

dalle  quali  si  hanno  le  : 

da,.       djf,      '  docr  ^fs 

Queste  ultime  equazioni  contengono  il  teorema  di  Jacobi  (^); 
per  cui  quel  teorema  ha  luogo  anche  allorquando  le  costanti 
arbitrarie  sieno  quelle  date  dal  metodo  di  Hamilton. 

Le  relazioni  trovate  fra  la  equazione  (l),  e  le  equazioni 
(4),  si  ponno  estendere  in  generalo  alle  equazioni  a  derivate 
parziali,  considerando  le  relazioni  stabilite  dal  Sig.  Jacobi  , 
fra  una  equazione  qualsivoglia  a  derivate  parziali,  e  le  equa- 
zioni analoghe  alle  (2)  ottenute^  mediante  una  soluzione  com- 
pleta di  essa. 

Pavia  il  27  Giugno  1853. 


(*}  Jacobi,   Mathematische  Werke.  Band.  1.  Neues  Theorem  der 
analjtischen  Mechanìk. 
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SULL'  INTEGRALE  COMPLETO 
DELL'  EQUAZIONE 

(1)     ^—[^-^^j^2)^y2  '^V'^AyVdx^  dx  dy  dxdy 

NOTA 
DELL*  AB.  REIHIGIO  DEL  GROSSO 


Si  sa  che  Mongc  cercando  rintograic  completo  di  questa 
equazione,  trovò  che  supponendo 

(2)     (     y  =  9(u)  4- (//(i^) 

z  =  1/--1  [/dii|,^(l-h?)''{u))  +  /d4/-(l4-f '(i,))]  , 

la  proposta  equazione  (1)  é  soddisfatta.  Siccome  danqac  il 
sistema  di  equazioni  (2)  contiene  le  due  funzioni  arbitrarie 
f(u)  y  ipiv)  di  due  variabili  ausiliarie  u,  Vj  Tilluslre  geometra 
ne  conchiuse  esser  questo  sistema  di  equazioni  Tintcgrale  ri- 
chiesto. 

Non  ha  guari  ripigliando  io  a  fare  la  ricerca  dcirinlegrale 
completo  della  (1),  mi  avvidi  che  al  sistema  dell*  equazioni 
(2)  poteva  sostituirsi  un  sistema  più  semplice  di  equazioni , 
le  quali  contenendo  a  lor  volta  due  funzioni  arbitrarie,  sod* 
disfacevano  alla  suddetta  equazione  differenziale.  Ne  conclusi 
perciò  che  questo  nuovo  sistema  di  equazioni  costituisce  pur 
esso  Tintegral  completo  della  (1).  Siccome  questa  equazione 
differenziale  ha  grande  estensione  nell'alta  Geometria,  mi  é 
parso  che  questo  mio  ritrovato  possa  essere  di  qualche  utile, 
e  però  mi  sono  ardito  di  richiamarvi  sopra  l'attenzione  de* 
Geometri. 
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Poniamo  per  brevità 

dz 

di;=^' 

dx 

d'« 
dx»""'"' 

d'z 
dxdu 

e  soslilaendo  nella  (1)  avremo 

(3)  0  =  (1  H-  y')r  -<  2pqs  -f-  (1  -4-  py. 

Ma  si  ha  pure 

dp  =  rdo:  *f-  «dy  , 

d y  =  5dx  -4-  ^dy  ; 

oode  sostituendo  nella  (3)  i  valori  di  r,  I  che    risultano  da 
queste  equazioni,  si  ottiene 

0  =  (1  -^  q^)dpdy  -4-  (1  -h  p')dy  dar 

—  '((1  -H  j'idy'  -*-  %  dxdy  4-  (1  -h  p^)dx')  , 

equazione  che  si  risolve  nelle  altre  due  simultanee. 
0  =  (1  -f-  q^)dpdy  +  (1  ^p^)dqdx 


I*). 

0  =  (1  -f-  j')dy'  -H  2pjda:dy  —  (1  -*-  p^jdx"" . 


Ora  si  tratta  di  ricavare  dal  sistema    di    equazioni  (4)  una 
equazione  in  p,  q^  la  quale  soddisfaccia  alla  (3);  e  se  que- 
sta equazione  contiene  una  funzione  arbitraria ,  sarà  un  in- 
tegrale primo  completo  della  equazione  suddetta. 
Dalla  prima  deirequazioni  (4)  si  deduce 

dy 1-fy^   dq 

dx  l-H-y^  dp   ' 

onde  ponendo  la  seconda  delle  suddette  equazioni    sotto   la 
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forma 

ed  eliminandone  —  col  soccorso  della  equazione  precedente 

dx 

si  olliene  agevolmente 

0 =(1  +p^)  |!  -  2h  ^  -H 1  -.-?■-. 

Risolvendo  questa  equazione  rispetto  a  djr,  si  ha 

Per  separare  le  variabili  in  questa  equazione^  suppongo 

l-Hp'  +  <,«  =  (P_j)% 


rappresentando  /3  una  nuova  variabile,  ed  ottengo  successi- 
vamente 

/3--P--1 
'  2/3 

^'+p»-Hl 

'^-^- 2p 

(/3'  -  p-  -  l)d/3  -  2pdp 

'^^= W • 

Sostituendo  questi  valori  nella  (5)  si  ba 

(^»  -Hp'-f.l)d/3  -  2^pdp_p(/3'  -f'  - 1) 


^(/3'-»-i>'-H- 1)1^-1   . 
-         2(l+p^)/3  ^' 

equazione  che  agevolmente  si  traduce  in 
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(^'  -t-  p'+l)d^     (/3^  -t-p^  -H  l)(p ±  |/--l)di> 
/3  1  -t-/ 

ed  alla  qnale  si  soddisfa  ponendo 
(6)  §1"  -+-/»*  -1-1=0, 

ns  ^^  _  ^J»  =fa  k^-^)«'j> 

^^'  J""       />'-»- 1 

Daireqaazione  (6)  si  deduce 

e  consegaentemenle 

(8)  j  =  /3  =  =tl/(l-t-p')i/^-l. 

I 

Questa  equazione  soddisfa  alla  (3).  Difatli  si  ha 
àq__     _dzp[/^^l  dp  _±zpr\/'—\ 

di~*  ~  1/  (iH-p'')  di~i7(r+pT 

onde  sostituendo  nella  (3)  si  oUiene 

0  =  [1  —  (1  -i- jj')]r 4-2pV  — pV  =  — 2/>r-f.  2/)V; 

onde  l'equazione  (8)  deve  riguardarsi,  o  come  integrale  par- 
ticolare,  o  come  soluzione  particolare  della  (3).    Vedremo  da 
qui  a  poco  come  sia  una  soluzione  particolare.  Quindi  gl'in- 
tegrali primi  della  (3)  dipendono  dairequazione  (7). 
Integrando  l'equazione  (7),  troveremo 

log.^  =  log.C  -f-y  log(l  +  p')  ±  arc(tg  =p)l/'-U 
e  quindi  ^arc[n^py-i) 
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rapprcsen laudo  C  una  costanle  arbitraria  ,  ed  e  la   base  de* 
logaritmi  iperbolici.  Ma  si  ha 

e         =  coscù  zi::  senc^j/" — 1 } 

onde  posto 

0)  =  arc(tg  =  p) 

si  trova 

1  P 

tgo)  =p  ,    cos  (ù  =—771 2v  >    senw  =  -— -r 5-  , 

e  quindi 

Sostituendo  nella  espressione  di  /3  si  ottiene 

^  =  C'(l  =t  /)i/^-l) , 
e  quindi 

y  - 1/(1  -+-  p'  +  ?')  =  Cd  rfcpl/-  -  1). 

Ricavando  da  questa  equazione  il  valore  di  q,  viene 

C"-l  ^C"-l-  1       ^    , 
(9)       ?=-Tc-=^— 2C-^l^-*- 

Questa  equazione  é  un  integrale  particolare  della  (3).  Dì  fatti 
si  ha 

^  =  »  =  ±: —l/^ — 1=  ±  rì/^  —  1 

dx  2C'       dx*^  2C     *^ 

dy       ' 2C'     d/ 2C'    ^ 

C"  4-l\ 


'^-i-^c^F' 


onde  sostituendo  si  ottiene 
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0=  (1  +  ,>  =t  2m  (^y-H^PÙ^^P> 


la  qaareqoazione  si  traduce  in 


Ma  dalla  (9)  si  deduce 

Se  dunque  si  sostituisce  questo  valore  nella  precedente  equa- 
zione, verrà 

^=*-(-2c-)  -^(-2(r) 

equazione  identica^  com*é  evidente. 

Prima  di  passare  oltre  è  bene  mostrare  come  la  (8)  sia 
una  soluzione  particolare  della  (9).  A  tale  oggetto  basterà 
supporre 

e  sostituire  nella  (9)  questo  valore  di  C  Di  fatti  risultando 

C'^  -  1       ±1    r  _  i  \       t/--l/l±pt/--l  V 

2C'    "'2\  C'A        2    \  1/(1-1- />')  / 

l/^-l/l=;=/.|/--l\       j^-1 
"^      2     V  |^(l-l-/>')    /       1^(1 -t-1»') 

2C'    ""  2  \     ■*■  CV         2     l  1/  (l-f-/>')    / 
l/j— l/ld=pi/'-l\ ±p 
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si  avr&  in  seguilo  della  sostituzione  di  questi  valori  nella  (9) 

Se  neircquazione  (9)  si  pone  C'=:l ,  si  ha 
e  conscgucntemcnlc 

OUm  \Ma»  _  a 

=  — :±:  —  [/^—  1  . 

L'integrale  di  questa  equazione,  siccome  si  sa,  è  dato  dalla 
formola 

(10)  z=F(yd=  ori/"— 1). 

Questa  equazione  soddisfa  alla  (3)  completanzenle.    Di    fatti 
si  ha 

=  r  =  —  F"  ;      -=-5-  =  F"  =zt  ; 


dr^  dy= 

Sostituendo  nella  (3)  si  ottiene 

0  =  _(l  -h  F'')F"  -*-  2F''  F"  +  (l  —  F'*)F" 

la  qual'equazione  e  identica,  come  ognun  vede.  Ma  siccome 
la  (10)  contiene  una  sola  funzione  arbitraria,  cosi  sarà  sem- 
pre un  integrale  particolare  della  (3).  Se  poi  la  (9)  s' inte- 
gra nella  sua  generalità,  si  ottiene 

(C'"-l)a^(C'"  4-  1)51/-—  1  =  F(2C'a:  ±:  (G^^l)yl/'—\), 
e  questa  equazione  soddisfa  parimenti  la  (3).    Or  vi  soddi- 
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sfera  anche  Tequazìonc 

-*.  2T(C)  ....  (10), 

rappresentando  T(G')  una  funzione  arbitraria  di  C  diversa  da 
F,  tanto  se  C  si  considera  costante  ,  tanto  se  si  considera 
▼ariabile,  purché  però  sia  in  questo  secondo  caso 

0=Cx±:Cz\^—ì—{x:±Cyi/^—ì)r(2Cx±(C''h\)y[/''-ì) 

^  T'(C')  ....  (11) 

Se  dunque  si  fa  Teliminazione  di  C  fra  l'equazioni  (10)  ed 
(11),  l'equazione  risultante  in  jr,  y,  z  dovrà  soddisfare  alla 
(3).  Ma  questa  equazione  risultante  contiene  due  funzioni 
arbitrarie  ;  onde  sarà  V  integrale  completo  della  proposta 
equazione  (3)  (*), 

(*)  Non  sarà  inutile  verificare  come  la  equazione 

(C^— l)j:=fc(C''-4-l)zl/"— 1 

=  F(2C'a:  =t  (C"  -h  ì)y  l/"— 1) 

soddis6  alla  equazione  (3).  Differenziando  questa    equazione 
si  ottiene 

^  ~  ix~  :±z(C''-4-l)t/^— 1  '    ^  ~  dy  ~       ^ 
'''  *^''^"  ,  =  2Cr'=    ''' 


d:r*~=t:(C''4-l)l/— 1  '  ixày  ' 

r  =  -^  =  =t:  (C  -^  1)F"  l^^l  . 


Di  qui  risuka 


(1  ^  F'^l 


2pqs  =  t±: 
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4C'F'F"C2C'F'— (C*— 1)] 


„^.„= *  (c--.  ^r[}M^.r^^z"s  y-' 


e  conscgaentcmente 

0  =  [4C'"  -h  4C'F'^3  —  [8C"r^  —  4C'F(C'*  - 1)] 

H-  [(4C''F'  —  4C'F'(C'—  1)  +  (C^  —  in  —  (C'H-  1)* 
la  quarequazione  è  identica,  essendo 

(C^  —  1)*_  (C^  H-  1)^  =  —  4C'". 


PICCOLI  RECLAMI 

che  pur  sembrati   giusti. 

DEL  PROF.   GIUSEPPE   BIANCHI 


1.  II  celebre  Humboldt  nella  HI  parte  delCosroos  (dispen- 
sa 2t  (ediz.  del  Turati  a  Milano  1853 ,  traduzione  francese 
del  Galusky  ) ,  o?e  al  capitolo  I  della  sezione  2  tratta  del 
sole  considerato  come  corpo  centrale  nel  nostro  sistema  pla- 
netario, dice  alla  pag.  339  (c  Dietro  le  osservazioni  esattis- 
sime di  Laugier  (Conti  Resi  delP  Accademia  delle  scienze, 
T.  XY,  1842,  pag.  941)  la  durata  della  rotazione  (solare  )  é 
di  25.'  8.A  9.'»  ,  e  Tinclinazione  dell'equatore  di  7^  9'.  »  E 
più  innanzi  alla  pag.  348  egli  soggiunge:  (c  II  solo  procedi- 
mento atto  a  far  conoscere  la  durata  della  rotazion  solare  è 
dunque  di  prendere  una  media  fra  un  grande  numero  di  mac- 
chie, le  quali  per  la  permanenza  di  loro  forma  e  per  la  di- 
stanza che  le  separa  da  altre  macchie  visibili  al  tempo  stesso, 
garantiscono  contro  le  eventualità  degli  errori.  » 

Tutto  ciò  è  verissimo,  ed  era  noto  a  me  pare  il  bel  la- 
voro del  Laugier,  che  riuscì  ad  accertare   con   osservazioni 
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di  nuicchio  i  precisi  elemenli  della  rolazion  dei  sole  ;  nella 
quale  occasione  il  cel.  Arago  dichiarava  innanzi  airAccaderoia 
delle  scienze  di  Parigi  tale  determinazione  dciraslronomo  $uo 
collega  essere  la  più  esalta  e  ben  sicura  di  quante  finora  se 
ne  produssero  circa  il  tempo  della  rotazion  solare.  Per  al- 
tro io  avrei  unicamente  a  riflettere  cbe  forse  non  é  neces- 
sario a  ben  conoscere  il  tempo  della  rotazione  il  dedurlo 
per  una  media  da  un  grande  numero  di  macchie  solari,  per- 
manenti, bastando  per  avventura  una  di  queste,  mantenutasi 
lungamente  invariata  di  grandezza  ,  figura  e  prossima  appa- 
renza nel  disco  solare  ,  per  inferirne  assai  verosimilmente  la 
propria  sua  immobilità  ,  e  quindi  averne  dalle  osservazioni 
più  disgiunte  la  meno  dubbiosa  misura  della  rotazion  comu- 
ne. Questo  caso,  che  per  verità  è  raro  a  presentarsi,  offerì- 
vasi  da  poc'oltre  il  mezzo  novembre  1816  al  mezzo  febbra- 
jo  1817  in  una  macchia  piuttosto  grande  isolata  circolare,  e 
costante  altresì  di  penombra  che,  osservata  da  me  in  Milano 
all'equatoriale  di  Sisson  ,  mi  porse  alcuni  risultamenti  assai 
concordi  circa  il  tempo  della  rotazione,  sì  che  ne  foci  sog- 
getto di  una  mia  Memoria  inserita  e  pubblicata  nel  1821 
dal  Barone  di  Zach  nel  T.  Y  della  sua  Correspondance  Astro- 
momique  (Lettere  XXI  e  XXYI).  Il  valor  medio  ch*io  ncot- 
teui  del  tempo  della  rotazion  assoluta  (  pag.  534.  T.  cit.  ) 
fa  di  25',  340 ,  ossia  precisamente  quello  confermato  vent* 
anni  dopo  da  Laugier;  sebbene  poi  io  ne  reputassi  più  pros- 
simo al  vero  quello  alquanto  minore  di  25^ ,  325 ,  e  vai  a 
dire  di  25<^.  7^.  48*^.  E  rinclinazion  pure  dell'equator  solare 
fa  da  me  trovata,  dopo  lunghi  calcoli  e  correzioni,  di  7''.14' 
e  perciò  ben  poco  diversa  da  quella  che  fissava  il  Laugicr. 
Trattandosi  dunque  che  quella  pobblicazione^  ond'io  esordiva 
nella  carriera  scientifica,  precedette  di  vcnt'anni  all'analoga, 
comecbè  più  profonda  e  pregevole  determinazione  di  Lau- 
gier;  né  avendo  io  mancato  di  soddisfare  ad  alcun  criterio  di 
fiducia  negli  ottennti  valori,  crederci  che  a  me  si  appartcn- 
j^nnali  di  Scienze  Mai,  e  Fis,  T,iy,  agosto  JStt3.  21 
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gaiio  di  diritto  i  valori  stessi  che  attoalmente  si  ritengoo 
per  gli  elemeati  della  rotazioa  solare.  Di  che  io  oca  Ceoi 
veramente  parola  come  avrei  potato  far  di  leggieri  a  Pari( 
nel  1850,  coi  signori  Arago  e  Laogier  che,  quanto  dotti  ti 
trettanto  ebbi  a  sperimentare  verso  me  cortesissimi  di  acco 
glienze,  e  che  al  certo  non  où  avrebbero  negala  piena  n 
gione  giastificando  sé  medesimi  di  non  aver  veduto  o  ricQi 
dato  il  giornale  di  Zach  e  l'inseritovi  mio  scritto  ?  E  avre 
pure  continuato  di  buon  grado  ad  obbliare  il  mio  qualunque 
diritto  in  proposito,  se  non  lo  vedeva  dei  pari  dimeaticat 
dall'eruditissimo  autore  del  Gosmos  ,  al  quale  non  poteva 
essere  sfuggili  gli  argomenti  esposti  nel  citato  giornale  i 
Zach  ,  avvegnaché  più  spesso  egli  ricordi  e  citi  V  antericc 
MonaUiche  Correspondez  del  medesimo  suo  Connazionale  e 
amico. 

ìieìV Ànnuaire  del  Burò  dalle  longitudini  per  Tanno  18c 
il  prclodato  Arago,  airoccasione  di  un  rapporto  da  lui  lei 
all'assemblea  legislativa  di  Francia  sopra  1*  assegnamento 
90  mila  franchi  per  la  nuota  macchina  equatoriale  dell' ca 
servatorio  di  Parigi,  discorrendo  con  un  rapido  cenno  sopn 
le  principali  specole  di  Europa,  e  fra  quelle  d'Italia  non  o» 
messa  di  nominare  neppur  la  privata  e  Granducale  di  Bo< 
boli  a  Firenze  (pag.  508  e  509),  passa  poi  in  un  silenzio  lo 
tale  questa  pubblica  in  Modena.  E  già  in  altra  di  lui  noti 
zia  e  descrizione  dell'  Osservatorio  di  Parigi,  toccando  egl 
delle  Specole  italiane,  aveva  parimente  lasciato  di  comprai) 
dervi  la  modenese  (Ànnuaire  pour  l'an  1844^  pag.  377).  L 
quale,  comeché  aorta  invero  da  pochi  anni  e  affidata  per  ai 
ventura  alla  direzione  più  inetta  e  meschina,  tuttavia  non 
rimasta  cosi  inoperosa  da  non  meritare  di  esser  anuoverat 
fra  i  principali  Osservatorj  d'  Europa  nel  Catalogo  che  n 
porgon  ogni  anno  l'EfiEemeridi  astronomiche  più  riputai»,  qad 
le  di  Berlino  (per  Tanno  corr.  a  pag.  287),  e  il  NauOeul  Al 
manae  di  Londra  (pel  corr.  1853  a  pag.  593),  da  qoesle  vi 
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time  citandosi  anche  la  fonte,  da  cui  si  aUinse  la  recata  po- 
sitione  della  Specola  modenese,  che  è  Teffenieride  di  Milano 
pel  1829  a  pagine  90  e  60  dell'  Appendice  {%  Né  di  ciò 
para  io  folli  mover  lamento  verbale  in  Parigi  al  Sig.  Ara- 
go,  rispettando  e  deplorando  lo  stato  fin  d'allora  infermiccio 
della  sua  sainte  ch'egli  mi  accnsava  ^  e  tacitamente  limitan- 
domi ad  ofTcrirgli  per  l'Accademia  delle  scienze,  di  cui  egli 
è  sì  degno  ed  eloquente  segretario,  nn  esemplare  del  T.  I, 
in  foglio  degli  Atti  della  mia  Specola  ,  e  un  volume  in  4.^ 
di  parecchie  mie  Memorie  di  vario  argomento  astronomico. 
Della  qual  presentazione  egli  gentilmente  onoravami ,  e  ne 
faceva  pubblica  menziono  nel  rapporto  alla  tornata  susse- 
guente di  quel  primario  consesso  scientifico.  Ma  frattanto 
nel  catalogo  delle  posizioni  geografiche  dei  luoghi  compila- 
lo dal  Daussy,  e  pubblicato  ogni  anno ,  ampliato  e  corretto 
nella  Conoscenza  dei  tempi  di  Parigi  si  prosegue  a  dare  per 
Modena  la  posizione  della  torre  Gkirlandina ,  come  se  qui 
specola  non  vi  fosse,  o  in  questa  non  fossero  stati  ricono- 
sciuti gli  elementi  di  latitudine  e  longitudin  terrestre  (Con-^ 
naitsance  des  temp$  pour  1  aii.  1853,  pag.  374). 

3.  Una  delle  moderne  più  importanti  scoperte  nell'Astro- 
nomia siderale  é  senza  dubbio  quella  dei  piccoli  movimenti 
proprj  delle  stelle;  e  lo  stesso  Humboldt  chiaramente  lo  di- 
ce nel  Cosmos  (Parte  III.  Dispensa  1.^  traduz.  di  Fayo,  Mi- 
lano 1851  a  pag.  164)  colle  parole  «  Cette  déconverto  des 
mouvcments  propres  des  étoiics  est  de  la  plus  haute  impor- 
tance  poor  l'astronomie  physique  »  e  ne  attribuisce  princi- 
palmente il  merito  ai  lavori  ammirabili  di    Bessel  e  di  Ar- 


(*)  Si  noti  ancora  che  il  Nautical  Jltmanac  (pel  corrente  anno 
a  pag.  591)  non  ammettendo  fra  gli  OMervatorj  che  quelli  di  pò- 
tiiione  ben  Ueterminata,  per  Firenze  non  riporta  te  non  quello  dei 
PP.  delle  Scuole  Pie,  detto  di  S.  Giovannino»  e  tanto  illnttrato  dal 
P.  Inghirami. 
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gclandcr  che  hanno  paragonalo  i  loro  propri  cataloghi  ( 
stelle)  colle  posizioni  osservate  da  Bradley ,  verso  il  175 
Ben  lungi  dal  negare,  sminuire  o  invidiar  menomamente  qu 
sto  altrui  titolo  di  giustissima  gloria,  io  anzi  pienamente 
convengo  e  l'applaudo;  ma  parmi  a  un  tempo  ch*era  di  egm 
giustizia  nell'Autore  del  Cosmos  (Opera)  il  ricordare,  se  p 
ne  aveva  conoscenza,  il  piccolo  passo  che  io  aggiunsi,  il  pi 
mo  se  non  m'inganno,  in  questa  delicata  e  ardua  ricerca  d 
moti  propri  delle  stelle,  avendo  io  dimostrato  che  il  mo 
proprio  di  non  poche  stelle,  non  di  tutte,  oltr'essere  consid 
rabiie,  e  ben  riconosciuto  di  quantità,  è  anche  variabile  se 
sibiimcnte  nelTintervallo  da  mezzo  a  mezzo  secolo  circa  ! 
l'epoche  delle  posizioni  medie  paragonate;  siccome  io  pò» 
rilevare  al  confronto  delle  posizioni  di  Bradley,  ridotte 
Bessel  al  principio  del  1755,  con  quelle  di  Piazzi  al  pr 
cipio  del  1800,  e  di  queste  colle  mie  determinate  e  rido 
parto  alla  metà  del  1840  e  parte  al  principio  del  1845.  S 
pra  il  qnal  argomento  delle  notabili  variazioni  secolari  d 
moti  propri  delle  stelle,  dall'Humboldt  neppur  accennato, 
mi  trattenni  ragionando  lungamente  in  un  mio  scritto  (Ve^ 
Memorie  della  Società  italiana,  T.  XXIII,  parte  matematica 
Modena  1846,  dalla  pag.  104  alla  131.),  e  poco  appreso  i 
un  mio  articolo  pubblicato  nella  Raccolta  Scientifica  del  P« 
lomba  (T.  II.  Roma,  1846  a  pagine  97  e  153)  mi  azzard 
fino  a  dire  (pag.  156):  «  Vi  ha  qui,  mi  sembra  chiari  ai 
gementi  e  indizj  di  un'ampia  e  intentata  miniera  di  scopr 
memi  celesti,  e  sotto  queste  prime  investigazioni  celasi  v 
grande  fenomeno  generale,  che  ne  sarà,  per  così  dire,  il  i 
Ione,  e  che  servir  forse  potrà  di  guida  e  fondamento  ai  pr^ 
grcssi  dell'Astronomia  siderale.  » 

Me  parimente  mi  onorava  pure  l'Humboldt  di  noasempli^ 
menzione  là  ov'egli  discorre  sopra  i  fenomeni  e  la  period 
cita  luminosa  della  stella  Mira^  ossia  variabile  della  Balco 
(Cosmos  parte  3^,  dispensa  1^,  traduz.  di  Faje,  Milano  1851 
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144  e  270);  al  qaal  proposilo  egli  non  poteva  di  cerio 
iS^^orare  quanto  io  ne  aveva  ragionato  in  quattro  mie  lettere 
<^<2  Tidero  la  Ince  nel  giornale  di  Schumacher  intitolato  A- 
f^^^^mmiicke  Nackrichtem  ai  numeri  345,  378,  383  e  429,  col- 
'^       prima  di  esse  avendo  io  richiamato  Tattenzioni^   degli  A- 
stJK^onomi  sopra  tale  argomento  e  suscitatone  rinteressc  e  la 
CUB  Rosita  nel  dolio  e  segace   Argciandcr  che  poscia  illustra- 
vafe  lo,  e  ne  ha  meritato  Tesclasiva,  e  più  commendevole  cita- 
tm  ^^ne  deirHumboldt.  E  si  che  questi  non  è  avverso  a  ricor- 
da m  fatti  e  nomi  ,  anche  trattandosi  di  singole  e  imperfette 
nervazioni,  bastandogli  per  avventura  di  saperle  rammemo- 
e  dalI'Arago;  come  ad  esempio*  per  l'apparizione  singolare 
p«r^8so  il  sole  in  meriggio  della  famosa    Cometa  il  28  Feb- 
bx-sjo  del  1843  (Gosmos.  parte  3^,   disp.   2^  pag.    446)  de- 
sox^itta  da  Arago  che  però  saviamente  soggiungeva  (Annuairc 
po^r  lan.  1844,  pag.  401)  :  ir  II  est  vraiement  très-fàcheux 
q^ts.*  aacan  des  observateurs  qui  virent   la    Comòte   de  1843 
i«K)s  la  joumèe  du  28  fèvrier,  n*ait  été  en  roesare  dende- 
teniiner  la  position  exacte.  » 

4^  Se  è  lecito  infine  alcuna  volta  il  rallegrare  di  lieve  scher- 
zo e  amenità  i  gravi  studi,  io  lamenterò  sorridendo  che  Hum- 
iK^ldt  airinsaputa  e  per  fortuita  combinazione,  ricercatone  da 
I^^lher  discopritorc  del  vigesimo  sesto  Asteroide  ,  abbia  a 
l^i^csto  imposto  il  nome  di  Proserpina.  Qualche  anno  innanzi 
^  aveva  espresso  il  voto  che  tal  nome  venisse  applicato  dal 
^I..  nostro  Gasparis  ad  una  delle  sue  si  frequenti  e  fortu- 
naife  scoperte^  adducendone  a  motivo  i  riguardi  e  Io  conve- 
^  V  latenze  a  Piazzi  e  a  Cerere  che  inauguravano  col  principio 
^'^\  A^l  secolo  la  zona  celeste  de'piccoli  pianeti.  E  nelfannunziar- 
^^  mi  il  vigesimo  quarto  Asteroide  da  sé  rinvenuto  lo  scopri- 
tore di  Napoli  gentilmente  dolevasi  di  non  poter  usare  Tap- 
pellazione  da  me  bramata,  per  aver  egli  dovuto  presceglier 
quella  di  Temide.  Or  conviene  dire  che  Plutone  concedendo 
fioalmente  alla  moglie  di  raggiungere  e  rivedere   la  madre 
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abbiale  dischiusa  per  maggior  sollievo  la  porta  delParia  pia 
fresca,  e  insieme  la  piò  remota  dai  trinacrj  giardini»  a  farle 
dimenticar  per  avventura  gl'indegni  e  bratali  modi  onde  ìb- 
licamente  la  trasse  airiufcrnale  suo  talamo. 

Dei  rimanente  io  non  ho  mosso  i  precedenti  reclami  per 
alcun  desiderio  di  fama  che  me  ne  venga;  né  avrei  per  me 
solo  invocato  ne*ti(oli  esposti  Vunicuiqtie  suum,  né  curalo  pur 
Teccitamento  non  men  giusto  ÌQÌVhonorem  meum  nenitm  dbio, 
se  non  mi  determinava  a  rompere  ogni  ritegno  e  ailenzio  T 
onore  della  mia  Specola  e  del  suo  augusto  fondatore. 

Modena,  3  Agosto  1853. 

LA  COMETA  DI  KLINKERFUES 

NOTA  CAMPESTRE 

BEL  PROVCSSOaE  «IIJSEPPC  BIAIVCHI 

In  questo   basso  mondo  tutte  le  cose  pare  che  reciproca- 
mente si  compensino  fra  loro,  il  caldo  e  il  freddo,  i'asciatto 
e  Tumido,  il  giorno  e  la  notte,  i  mali  e  i  beni,  seguendone 
tutte  e  quasi  generalizzandone  il    principio  meccanico  della 
reazione  uguale  e  contraria  all'azione.  Così  alle  diuturne  ii- 
temperie  piovose  e  frigide,  intorno  alle  quali  io  mi  Iratteaefa 
dianzi  nell'articolo  delle  investigazioni  barometriche,  da  poi 
oltre  il  mezzo  Giugno  è  succeduta  in  questi  nostri  climi  una 
state  di  calore  e  siccità  eccessivi  che  duran  tuttora  con  vi 
cielo  sempre  puro  o  con  un  sole  vivissimo  che  dardeggia  da 
mane  a  sera  e  penetra  ogni  fibra  ,  distruggendo  fino  alful- 
tim'ombra  e  vestigio  le  tracce  dell'opposta  precedente  stagione. 
E  quel  che  é  singolare ,   il  vento ,    che   dianzi   spirando  la 
tutte  le  direzioni  era  il  foriero  e  compagno  inseparabile  delle 
meteore  acquose  e  di  nembi,  ora  soflSando  non  meno  da  ogni 
parte  cospira  col  Sollione  a  disperdere  fino  alla  più  lieve  mi* 
voletta,  e  sembra  toglier  fede  all'adagio  che,  miete  procella 
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i  semioa  vento.  Ma  non  è  a  stupire  di  cotai   filici  muta- 
eoli  ,  non  avendovi  del  vento   alleato  più  incostante  e  ia- 
Mleie.  Così  ancora   gli  Astronomi,  cbe  non  ha   gaari  Tcde- 
Misi  lungamente  interdetto  e  chiuso  il  campo  delle  loro  os- 
^eryaxioniy  ora  possono  a  tutto  loro  agio  percorrerlo  e  ricercarlo 
per  ogni  verso;  e  di  più,  quasi  a  indennizcarli  dell'ingrato 
riposo  dalle  loro  veglie  e  speculazioni,  è  venuta  una  Cometa 
di  lati  elementi  di  moto  e  di  forma  da  eccitar  vivamente  la 
loro  attenzione   e  appagare  con   parlicolar  interesse  la   loro 
curiosità.  £  questa  la  Cometa  scoperta  nello  scorso   Giugno 
da  Klinkerfues  a  Gottinga,  che  ora  fa  bella  mostra  di  so  poco 
dopo   il  tramonto  del  Sole ,  e  visibilissima  ad  occhio    nudo 
Inttocchè  avvolta  nella  luce  del  crepuscolo,  come  aveva  pre- 
sagito dalla  sua  epoca  e  distanza  perielia  calcolate  l'Astronomo 
di  Berlino  Sig.  Bruhns,  cui  dobbiamo  l'orbita  parabolica  di 
essa  determinata   e  successivamente  corretta ,  e  una   buona 
effemeride  de*suoi  movimenti  (V.  il  giornale  Notizie  a$trono- 
miche  al   Num.  869.  pag.  86 ,  o  al   Num.  864.  pag.  392.  ). 
Se  non  che  tale  Cometa  in  breve  ci  sarà  tolta,  immergendosi 
essa  nei  raggi  solari  e  rapidamente   trasportandosi  verso   le 
regioni  australi,  ove  potrà  continuarsi  a  vederla  nelle  primo 
ore  mattutine. 

Io  cominciai  ad  osservarla  regolarmente  la  sera  del  13  Lu- 
glio e  ne  ho  raccolto  una  piccola  serie  di  posizioni  che  tra* 
lascio  di  far  conoscere,  da  poi  che  altri  ne  avrà  potuto  fornir 
alla  scienza  un  maggior  numero  e  di  esattezza  maggiore.  Né 
a?ran  pure  tardato  i  calcolatori  a  profittare  del  più  lungo  imUìr» 
?aIlo  delle  osservazioni  estreme  ed  intermedia  per  tentare  la 
determinazione  di  un'orbita  ellittica  soddisfacente,  e  quindi 
asaegname  colla  rivoluzioo  periodica  il  ritorno  del  aofollo 
astro.  Se  non  che  l'arco  parabolico  dell'eSemeride  di  Bmhas 
avendo  ben  corrisposto  fin  qui  alla  realtà  delle  oslònfazioai^ 
si  può  quasi  prevederne  che  l'ellisse  oscutatrice  di  quelli^ 
avrà  una  grande  eccentricità,  si  che  il  periodo  della  CoaieCa 
ne  risulti  assai  lungo. 
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Limitandomi  in  ques(o  cenno  «i  diro  soltanto  delle  appa 
renzc  di  forma  e  di  splendore  della  Cometa,  noterò  cbo  sii 
dai  primi  giorni  in  cui  la  vidi,  essa  mi  offeriva  nel  cannoc 
chiale  non  molto  forte  della  mia  paralattica  la  testa  o  il  nu 
eleo  centrale  ,  ben  distinto  eziandio  nel  plenilunio  y  però 
campo  non  illuminato,  circolare  di  figura,  di  grandezza  circ 
eguale  al  disco  di  Urano,  e  di  un  bel  colore  giallo  d*oro  eh 
si  è  sempre  conservato  o  scorgesi  ancora.  Cingo  vasi  quest 
di  una  debole  e  breve  nebulosità  biancastra,  esternamcot 
sfumata  e  con  piccola  appendice  o  coda  in  direzione  opposti 
al  sole  e  alquanto  sparpagliata  ,  cui  ricopriva  dapprincipi< 
insieme  al  nucleo  ,  e  con  preciso  combaciamento ,  la  barr 
metallica  di  declina/ione  percorsa  dall'astro  occultato  io  12^ 
5  di  tempo.  Imbrunita  Tarla  col  rilardato  nascere  della  Lun 
crebbero  alcun  poco  e  successivamente  le  apparenze  dell 
chioma  e  del  nucleo ,  non  tanto  però  da  potersi  discernea 
ad  occhio  disarmalo  e  neppur  a  debole  illuminazione  d 
cannocchiale  fino  alla  sera  inclusive  del  4  corrente.  Dopo 
quale  ,  assentatomi  per  alquanti  giorni  alla  campagna,  e  e= 
condottomi  a  raggiunger  la  Cometa  soltanto  la  sera  del  1 
in  questa  ebbi  il  piacere  di  trovar  quella  molto  ampliata 
risplendente  in  guisa  che  Tavrei  forse  riconosciuta  a  semplr^ 
vista  e  malgrado  il  chiaror  della  piena  luna,  se  vagando  alcof 
nebbie  atmosferiche  non  me  l'avesser  velata  e  adombrata  pò 
scia,  interamente.  La  sua  chioma  distendevasi  allora  in  uoi 
lunga  striscia,  non  molto  larga,  trasparente  e  rettilinea,  ras- 
somigliante ad  un  bianco  pennacchio  di  airone  ,  e  il  nuclec 
avca  forma  e  colore  di  un  piccolo  arancio. 

Avanzandosi  l'astro  e  penetrando  entro  la  sfera  solare  d 
Mercurio,  io  quasi  mi  lusingava  di  vederlo  al  suo  passaggi 
meridiano,  col  favore  di  un  limpidissimo  cielo  e  nel  grand 
cannocchiale,  di  Fraunhofer  al  mio  circolo.  Ma  nei  giorni  2 
e  23,  benché  fossi  certo  di  averlo  nel  campo  ottico,  e  press 
al  filo  orizzontale ,  non  riuscii  9  discernerlo  menomamente 
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sì  che  la  Gomcla  in  questo  rapporto  non  sostiene  il  confronto 
colla  famosa  del  Marzo  1843  che  nel  suo  perielio  il  28  Feb- 
brajo  precedente  videsi  ad  occhio  nudo  vicinissima  al  Sole, 
cui  essa  realmente  si  approssimò  tanto  più  delPattuale.  Ora 
dirò  invece  come  la  sera  del  23  corrente  osservai  la  Cometa 
progressivamente  apparire  nel  cannocchiale  della  mia  paralatti- 
ca  a  piena  illuminazione  crepuscolare  dapprincipio  del  campo 
ottico  e  poscia  Taria  serena  più  e  più  oscurandosi.  Cominciai 
pertanto  a  distinguerla  un  quarto  d*ora  circa  dopo  le  sette 
pomeridiane,  presentandomi  essa  l'aspetto  di  una  piccola  ne- 
bulosa circolare ,  di  una  parte  centrale  cioè  più  luminosa  e 
confusamente  ravvolta  da  una  tenue  e  breve  atmosfera,  come 
lume  lontano  e  veduto  attraverso  fitla  nebbia.  Non  iscorgen- 
dosi  ancora  traccia  di  coda,  ciò  vuol  dir  l'atmosfera  che  span- 
desi  ed  avvolge  il  nucleo  essere  più  densa  e  rifleUente  la 
luce  che  non  la  chioma  o  coda,  la  quale  difatti  va  illangui- 
dandosi  e  sfumando  alPestrema  distanza  dal  corpo  centrale. 
Poco  a  poco  mi  apparve  anche  la  coda  stessa  e  ,  mezz  ora 
circa  dopo  Tapparizione  del  nucleo,  essa  mi  si  dispiegava  in 
tutta  la  sua  lunghezza  e  magnificenza.  Nel  senso  della  lar-- 
ghezza  vedevasi  in  essa  una  specie  di  ventre  o  rigonfiamento, 
simile  a  quello  dal  vento  prodotto  in  una  vela,  e  nel  campo 
del  cannocchiale  avresti  pur  detto  ch*essa  maestosamente  on- 
deggiasse or  da  un  lato  or  dall'altro.  Bianca  sempre  e  unifor- 
me di  colore  ,  essa  mi  sembrò  eziandio  risplcndere  di  una 
parte  di  luce  propria,  o  almeno^  se  tutta  riflessa,  qual  si  of- 
fre quella  di  un  corpo  a  superficie  piana  e  ben  levigata.  E 
già  non  è  inverosimile,  e  altri  per  avventura  ne  promossero 
il  dubbio,  che  al  perielio  la  materia  delle  code  cometiche, 
svoltasi  per  infiammazione,  sia  incandescente,  ossia  luminosa 
per  se  medesima.  Frattanto  io  non  ebbi  maggiori  mezzi  per 
esplorar  più  oltre  gli  accidenti  e  le  mutazioni  d'aspetto  di 
questa  bella  Cometa ,  la  quale  essendo  stata  osservata  gran 
pezza  innanzi  e  fino  al  suo  perielio,  deve  aver  son^ministrato 
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interressanli  parlicolarilà  e  avvcrlcaze  a  chi  abbia  potai 
progressivamente  ispezionarla  e  seguirla  coi  grandi  refratloi 
o  telescopj»  e  coi  polariscopj  d*Arago.  Attendiamone  donqa 
le  altrui  relazioni,  che  non  mancheranno  di  singolare  fisic 
importanza;  e  spcriam  pure  che  ce  ne  ?engan  dipoi  altre  ce 
riose  novelle  dagli  osservatori  nelle  Specole  australi  che  ti 
dran  la  Cometa  di  seguito  al  suo  passaggio  perielio  e  al  su 
ricomparir  il  mattino  fuori  dei  raggi  solari. 

Piacemi  qui  da  ultimo  richiamar  a  confronto  colla  presenf 
la  Cornuta  che  si  mostrò  nel  Perseo  il  Giugno  delfanno  184! 
e  di  cui  scrissi  poche  parole,  pubblicate  nel  Voi.  I  della  Rm 
colta  scietUifica  del  Palomba  alla  pagina  216.  luna  e  Talti 
Cometa  comparve  in  cgual  tempo  deiranno  a  rallegrar  e  coi 
pensare  gli  astronomi  europei  di  una  lunga  e  dirotta  inde 
menza  di  cielo  preceduta.  Entrambe  dispiegarono  grandi  < 
leggiadre  forme  di  nucleo  e  di  chioma;  se  non  che  la  primi 
di  apparizione  fu  riconosciuta  d'improvviso  che  vagamente  brìi 
lava  nel  crepuscolo  dell'aurora  e  si  perdette,  pochi  giorni  ap 
presso  immersa  ne  raggi  del  Sole  a  oriente  ;  laddove  la  se 
cooda  o  attuale,  trovata  buon  tratto  innanzi  e  quand'era  le 
lescopica,  é  venuta  crescendo  fino  a  decorar,  visibilmente  a< 
ognuno,  il  sereno  crepuscolo  della  sera,  ed  ora  sta  per  ab 
bandonare  a  occidente.  Con  poetica  immagin  ed  espressioni 
parevami  quella  somigliar  alla  più  bella  delle  Dive  nascenU 
dalla  candida  spuma  del  mare;  nella  ricca  pompa  e  nelle  piì 
dignitose  grazie  di  questa  io  invece  ravviserei  la  somigliaon 
più  reale  con  avvenente  giovine  Principessa  e  sposa  abbigliai 
il  di  delle  nozze,  come  sarebbe  a  dire  la  Duchessa  del  Bra 
bante.  Ma,  dal  luogo  in  cui  scrìvo  prendendo  concetti  e  pa 
parole  più  semplici  e  naturali,  se  io  appellava  quella  de 
Giugno  1845  la  Cometa  delle  messi  biondeggianti|  amerò  in 
vece  di  appellar  questa  deirAgosto  1853  la  Cometa  d«ll 
pesche  mature  «  Intendami  chi  può,  che  m*intead*io  )» 
Di  Villa,  24  Agosto  1853. 
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INTORNO  AD  UNA  EQUAZIONE 

DI  POISSON 

NOTA 

DEL  PBOV.  G.   MAINABDI 

Adduco  una  piccola  prova  della  utilità  delle  forinole  tro- 
irate  dagli  illustri  Geometri  Abel  e  Plana  ,  per  trasformare 
in  integrali  dcGoiti  gli  integrali  a  differenze  finite,  e  che  i 
chiar.  Prof.  Torlolini  e  Genoccbi  hanno  migliorate,  ed  util- 
mente applicate  in  questi  Annali  (*).  Poisson  nella  Classica 
Memoria  su  la  distribuzione  dcirelettrico  ne*  corpi  condut- 
tori (**)  risolve  la  equazione 


<"    ^'i-rhA^Ì-^-^ 


o^eJ\x)  è  funzione  ignota  della  variabile  Xy  e  le  altre  let- 
tere esprimono  date  costanti  fra  le  quali  sussiste  la  sola 
equazione 

ak  =  c^  —  b\ 

L'illustre  Geometra  impiega  ben  molte  pagine^  e  molti  inge- 
gnosi artifizii  per  conseguirne  la  risoluzione ,  la  quale ,  col 
mezzo  della  formola  del  Sig.  Plana,  riduco  a  poche  righe  di 
un  facilissimo  calcolo. 
Suppongo 

c—ax 

X  —Uty =  tl/^, 

k — ex 
da  cui,  eliminala  la  x,  ottengo 


{*)  Anuali  di  Scienze  Matematiche  e  Fisiche  del  prof.  Torlolini. 
Addì  Ì85S— 53. 

f*)  Utituto  I.  di   Fraaeta.  Anno  1811. 
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(2)  cut .  Ut^i  —  itt/^i  —  au^  -H  e  =0. 

Per  cavare  u^  faccio  11^  = m 

(3)  cm"  -H  (a  -H  A)m  -+-  e  =  0 

per  coi 

(a  -4-  cm)t;^^|  -4-  (A  -H  cm)t?/  —  e  =  0  , 

ed  indicato  con  m ,  m'  le  radici  della  (3)^  siccome 

a  +  cm  =  —  (A  -+-  cm') 
avremo 

k  '^  cm  e 


v,^,  — .  Vi 


A-  -f-  cm  k  -i-  cw 

Supposti  poi 

k  -^  cm 
k  -^  cm 

troviamo 


P=c',     t?/==«.e" -4-/3  , 


1  1 


m  —  m  m  —  m'  ' 


m'  -|-  m(m  —  m')a«'' 


^'  = ^^—— Mjr^ 


1  -+-  a{m  —  m'jc'^ 

ed  abbisognandoci  soltanto  un  integrale  particolare  della  (2), 
fatto  per  semplicità 

ma{m  —  m')  =  —  m' 

abbiamo  per  ultimo 

e*'  —  1  ,        1  -4-  mx 


m  —  mV  1  -H  m'x 

formola  ideata  da  Poisson. 
Si  faccia 

y][jr)==/|M,)=y,, 
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e  siccome 


k  —  cjr  =  (A  -f-  cm') 


t  II     » 


e  — ar  =  (fe-^cm)- --jj^  , 

sapposti 

m  _  mV  ~  ^"     JH-  cm'   ~  ^  '      *  -4-  cm'         " 
per  cui 

la  (1)  si  trasforma  nella  scgacote 

h  y 


*e         i^^t-t-i    — 


m  —  m'e''         e';'-^')  —  1 


/s'.., =c  -*-  y  ( -— L^ i_  w 

^  ^\é.e^  —  1  m  —  mV  /^ 

dove  C  è  generalmente  una  funzione  arbitraria   di    scn27r^, 
cos27r^ 

Trasformato  Tìntegrale  finito  in  continuo  ,    colla    formola 
dei   Sig.  Plana  superiormente  ricordata^  caviamo 


."*"*  L  m'e".  e'"!^-'  —  m  *~  mV.  e-'"l^-'  —  mj 

esegoita  la  prima  iolegrazionc,  tolti  gli  immaginarii  dal  se- 
condo integrale  si  ha 


(4) 
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"'     =-  C  +  ^  log  ^^^-^  -  -log-^,-,:-^ 

-lf_v L_W 


'    J,(e"«— l)(e»':'*'J— 2e't'*«)co8/»H-l) 


— 2A(m-+. m'e^'^c*'' I ^,,   .^   ,,    ^  , ; 5-d« 


Se  e  =  a  +  ft  ,  la  equazione  ^1)  corrisponde  al  problema 
di  due  sfere  in  contatto  (  Poisson,  pag.  52  )  ,  e  sebbene  in 
questo  caso  Tantccedcnte  analisi  non  regga,  pure  la  fermo- 
la  (4),  debitamente  ridotta,  porge  il  giusto  risultato  (Poisson 
pag.  234):  per  trovarlo  direttamente  supposti  a=:l,  c=l-f-6 
h  equazione  (1)  diviene 

.    l    ^"^^^  l-f.26—  (14^-^X1-^26— (l-+-4)«^ 
(1) 

1  -f-  b — X 

e  la 

(2)    (14.i)(l-».tt,u,+,)— (i  -+-  *)(«.  -^  "/+.)  -^  *(«!— «i+.)=0, 
e  fatto 

u,  =  l  ■+.  —  ,       w,^,  —  w<  -H  — —  =  0  , 
la  qualo  è  soddisfatta  da 

Ih-* 

w,  = —  i , 
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ptr  cai 

_      _ .  __  i  _  i 

ed  essendo  conseguentemente 

1  ^.  2i  —  (1  -t-  4)x  =  A  li-*  , 

m 

ia  equazione  (1),  fatto 

si  riduco  alla 

^(1  ^  b) 


(3)  yt  —  Vt^i  =  z 1 


ossia 

dalla  quale,  col  mezzo'della  formola  del  Sig.  Plana,  ricaviamo 

I 

2  r"    "<''*   r ^ j(i  H-  A) 1 

Eki  questa  equazione  Poisson  (  pag.  234  )  desume  altra  pia 
semplice  da  lui  trovata  a  pag.  54  ,  la  quale  vien  data  con 
OMlodo  facile  e  diretto  dalla  stessa  (3). 

Scriviamo  quella  equazione  nel  seguente  modo 

ri  /--^ 

(4)     Ay,-hJ^(w-»-y.u    ^"•*)dtt=0 
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poi,  scgacodo  Laplace,  (Tbcor.  dcs  probabili  Ics  pag.  Ili)  po- 
niamo 


y^  =    I     9(u).ll'.dM 


per  cui 

e  dalla  (4) 

j    u^((u~  1)j>(m)  H g.u      '^  \du  =  0 


dunque 


gu'^'  —  h 


e  finalmente 


+ 


Ju       u  —  1 


Colgo  questa  occasione  per  rettificare  una  formola  che  ho 
data  a  pag.  596  (form.  9.)  Tomo  4.''  degli  atti  della  Pontif. 
Accademia  de*Nuovi  Lincei.  La  formola  esatta  ò  la  seguente 

^,  =  A  (d„d„F  -  i.  d„F.  d,F  )-  ^Fd,E.d„G 

— F —  Hi;^)Mi7g) r^-liTir  ^«(ì7a)J 

da  cui  si  desume  l'analoga  modificazione  della  formola  (8), 
e  le  conseguenze  dedotte  non  subiscono  yariazione.  Ma  ri- 
prenderò quanto  prima  1'  argomento  di  quella  Memoria  per 
svilupparlo  ed  ampliarlo. 
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SULLE  FORMOLE  FONDAMENTALI 

mSGCARDANTI   LA  CUBVATlIliA  DELLE   SUPERFICIE   E  DELLE   LINEE 

MEMORIA 
M  D.  CHELIJMI  B.  %.  P. 

Professore  di  Meccanica  e  Idraulica 
Della  Pontificia  Università  di  Bologna. 


NoD  ostante  ì  Dumerosi  ed  importanti  lavori  de*  più  illu- 
stri Geometri,  io  sou  d*avviso  che  resti  ancora  molto  da  de- 
siderare nella  teorìa  analitica  delle  superficie  e  delle  linee> 
principalmente  in  ciò  che  ne  risguarda  i  principii  fondamen- 
tali. É  o  no  erronea  la  mia  opinione  ?  Prima  di  portarne 
sentenza,  chiederei  in  grazia  che  si  esaminasse  il  lavoro  che 
or  metto  in  luce,  e  che  fa  parte  di  una  Memoria  inedita 
sui  principii  fondamentali  della  teoria  analitica  delle  superficie 
e  delle  linee^  già  annunziata  in  questo  giornale  nel  giugno 
del  1851.  Vi  si  vedrà  risoluto  con  assai  facilita  e  comple- 
tamente un  problema,  la  cui  soluzione  promessa^  ed  ancora 
non  data,  pare  che  in  qualche  parte  (*)  siasi  giudicata  non 
facile. 

§«    L    DEFINIZIONI   E   NOTAZIONI. 

Tre  assi  indefiniti  (x),  {ìj\  (z)  traggano  Torigine  dal  punto 
O,  sotto  un*inclinazione  qualunque  tra  loro.  Intorno  al  punto 
O  come  centro  immaginiamo  una  sfera  del  raggio  =  1  ,  e 
sulla  superficie  di  essa  indichiamo  per  j?,  y,  z  i  punti  per 
ove  passano  gli  assi  positivi  Ox,  Oy,  Oz,  e  lo  stesso  facciasi 
per  gli  altri  punti.  Per  questa  convenzione  intenderemo  qual 


(*)  Journal  de  Math<5maliqne«i^  par  M.  J.  Liouville,  tom.  XVII,  de- 

cembre  1852. 

■ 

annali  di  Scienze  Mal.  e  Fis.  r.  J^,  settembre  1853.  22 
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sia  il  significato  dell*equazioni  : 

H  =  sen{xy)  sen(yz)  sen(y)  , 

H*  =1 — cos*(xy) — cos*(yj:)  — cos*(sjc)-+-2cos(ary)cos(ys)cos(5x), 

cos(xy)  =  cos{yz)  cos(zx)  -4-  sen(y^)  sen(;w?)  cos(z)  , 

(*)  sen(iT')sen(yz)cos(rr',  yz)  =  cos(ry)cos(r'jz)  —  cos(r  y)cos(rs). 

Sia  y  una  funzione  delle  coordinate  Xy  y^  z  di  un  punto 
mobile  M^  cioè  sia 

V  =  V(x,  y,  z). 

A  partire  dal  punto  (x^  y,  z)  della  superficie  V  =  0 ,  si  con- 
duca una  retta  t  che  sugli  assi  coordinati  abbia  le  proje- 
zioni  ortogonali 

dV  dV  dV 

dx  dy  az 

la  retta  i  sarà  normale  alla  superficie  V=0,  nel  punto 
{xy  y,  z),  e  si  avrà 


BV  =  X^sen'(yz) 
H-  y*sen*(2j:)-2 
-f-  2'seQ'(a:y) 


YZ  sen(zx)  sen(jry)  cos(j;) 
ZX  sen;xy)  sen(y^)  cos(y) 
XY  sen(yz)  sen(zx)  cos(z), 


dove  le  quantità  situate  dopo  la  linea  verticale  si  suppon- 
gono tutte  precedute  dal  segno  e  dal  coeflicientc  che  sta  in^ 
panzi  a  detta  linea,  e  quando  il  segno  manca ,  si  sottintcu- 
da  il  segno  (+1). 

{*)  Si  veda  la  Memoria  suW  uso  mUsmatico  de*  prineipii  retativi 
al  metodo  delle  coordinate  (Raccolla  scìenlifica,  an.  i849).  La  Memo- 
ria attaale^  se  contieoe  alcua  che  d^importante,  dovrebbe  richiamare  I' 
altenzione  de^geometri  sulla  precedente  ,  che  a  me  pare  potersi  rite- 
nere, seppur  r  opinion  non  m'inganna,  qual  fondamentp  paturale  di 
uim  miglior  costruzione  della  geometria  analitica. 
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Per  abbreviare. 

,  poniamo  : 

d'V 

dX 

A  = 

dx' 

"de  ' 

d'V 

dY 

B  = 

di/' 

-dy' 

d'V 

dZ 

c= 

dz' 

~dz     ' 

A'  = 


B'  = 


d'V 
d^  dz 

d»V 


C'  = 


dzdx 
d'V 


dxdy 


Denotiamo  per  R  l'incognita  dì  un'  equazione  le  cui  radici 
siano  i  raggi  di  curvatura  principali  della  superGcio  V=0, 
nel  punto  {x,  y,  z),  e  si  faccia 


A,=A'— jJCO»(ys) ,  B,  =  B'— ;)cos(zx)  ,  C,  =C'— pcos(xy) , 


(/')=[0>-B)(/>-C)-A'.]X* 


Vp-C)(p-X)-B\-iY'^2 
\_(p.-A)(p~B)-C\W 


[B.C.  -i-(p  —  A)A,]YZ 
[C.A,  •+■(/)  —  B)B,]ZX 
[A,B, -hCp  — CjClXY. 


§.    II.    RAGGI   DI   Cl'RVATl'ftA  PRINCIPALI 
DELLA  SUPERFICIE   V  =  0. 

I  valori  de'due  raggi  principali  di  curvatura  si  deducono 
da'doe  valori  che  prende  l'incognita  p  nell'equazione  di  se- 
condo grado 

{p)=0. 

II  polinomio  {p)^  ordinalo  rispetto  a  /?,  prende  la  forma 
dove 


II  =  CB-1-C  — 

[C-H-A  — 
CA-hB- 
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2A'cos(yz)]X' 
2B'cos(zx)]Y' 
2C'  cos(xy)]Z' 


[Acos(y2)  -»-  A'  —  B'cos(ry)  —  C'cos(3x)]YZ 

—2  I  [Bcos(zar)  -4-  B'  —  C'cos(yz)  —  A'cos(ary)]ZX 

CCco8(jy)  -♦-  C  —  A'cos(«x)  —  B'cos(yz)]X Y  ; 
Q  =  (BC  —  A")X='  (B'C  —  AA')YZ 


(CA  —  B")Y*-i-2 


ii\i' 


(AB  —  C")Z 


(C'A'  —  BB')ZX 
(A'B'  —  CC')XY . 


Quando  gli  assi  coordinali  sono  ortogonali,  si  avrà 

(p)  =  ty  —  np  -t-  Q , 

n  =  (B  -H  C)X'  A'YZ 

H-  (C  -4-  A)Y''  —  2    B'ZX 

H-  (A  -h  B)Z'  C'XY  . 

Nella  stessa  ipotesi  degli  assi  ortogonali,  per  V=/'(x,y) — z=0, 
ossia  per  z  ^f(x,  y),  donde 

-p-dx  -l-  -r-  dy  —  ds  =0, 
dx  dy 

te  quantità  X,  Y,  Z,  A,  B,  C,  A',  B',  C,  diventano 

X  =  ^,    Y=?^,    Z  =  -l,  <'  =  lH-X*-hY» 
dx  dy 

ed  il  {fblinoioio  (p)  si  mata  in 


(p)  =  ty_tA(l-t-Y*)  H-  B(l  -H  X»)  -  2C'XYJH-AB— C"  , 
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1 

da  cui ,  ponendo  v  =  —-  ^  e  però  p-tv,    si  avrà,  per  de- 

terminare  i  valori  inversi  deVaggi  di  carvalurai  la  nota  equa- 
zione 

^  A|>  pia 

r'— [A(1-hY')^-B(l-4-X*)-2C'XY]  ~^tZ—lL^  =  0  . 


§.   ni.   CONVENZIONE  NOTABILE  E  IDENTITÀ*. 

Si  consideri  il  polinomio  (p),  preso  nella  saa  generalità , 
come  funzione  delle  quantità  : 

Pj  X>  Y,  Zy  A»  B,  C,  Ai  ,  B,  ^  Gì . 

Ne  nasceranno  più  sistemi  di  formole,  o  a  dir  meglio  di  no- 
tazioni utili,  di  cui  il  primo  é 

M  =  _  [(p  _  B)Z^  -H  (p  -  C)Y^  -+-  2AiYZ], 

T    aA:=(P~A)YZ-X(AiX-BiY-CiZ), 
4"  -^  =  C(P  -  BICI' -  C)  -  Ai^]X 


[A,Bi-h(p^C)C.]Y 
H-  [C.Ai  -4-  (p-B)B,]Z; 

gli  altri  due  sistemi  analoghi  si  deducono  da  questo^  facen- 
do subire  simultaneamente  alle  quantità  di  ciascuno  de*  tre 
grappi 

(X,  Y,  Z) ,    (A,  B,  C) ,    (Ai  ,  B,  ,  Ci)  , 
la  permutazione  circolare 

(X,  Y,  Z) ,    (Y,  Z,  X) ,    (Z,  X,  Y). 

E  si  produce  l'identità  notabile 
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d{p)  ^  à(p)       d(p)      Mp) 

àp  dA         dB  4C 

+  _  cos(y.)+  _  cos(zx)  ^  ^  cos(xy) 
non  che 

d{p)_  ^  d(p)_      d(p|_      d(p)_      d(p)_  ^  d(/)) 
dA,         dA'    '    dB,    "   dB'    '    dC,        dC    ' 

Si  trova  assai  facilmente  che  l'equazione 

combinata  con  quella  della  superficie,   trae  seco  I*  esistenza 
delle  seguenti 

dA  \  dA,  /  "      dB  \  dB,  /         dC  \  dC .  / 

_d(p)     _d(>)      dW.^8%).     d(p)     JPI    . 
dA,    *    dB,    ■   dC,         dA    ■  dB  *    dC     ' 

djp)      d(p)_^d(^      d(p)^^_d(p)_      d(p) 
dX    ■   dA,        dY    ■  dB,         dZ    '   dC.     ' 


e  che  fatto 


si  ha  puro 


P  =  {;>  —  A)A, -1- B,C, 
P,  =  (p  —  B)B,  -»-  C,A, 
P2  =  (P  — C)C, -HA.B. 


•"■«.(p^-j-^y 


-/i  _i_  B.c.      C,A,      A.Ba.A.X»     B.Y'      C.ZS 


■«•«•n 
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§.    lY.    OMBELIGl   DELLE  SUPERFICIE. 

Negli  ombelici  delle  soperGcie  (ombelics),  cioè  ne*panli  do- 
ve i  raggi  principali  di  curvatura  sono  eguali  ,  sussistono  , 
colfequazione  della  superficie,  i  quattro  sistemi  di  relazioni: 

n         i/^Q 


(1)  P  = 


a  ^2  *"      11-      » 


2H'  r       Ht 


^'        dA         '    dB         '    dC 
^  '      dA,         '  dB,       '  dC,  ' 

^'       àX         '    dY       '    dZ         ' 

e  tre  qualunque  di  questi  sistemi  sono  conseguenze  neces« 
sarie  del  quarto.  Per  mezzo  di  queste  relazioni  si  determi- 
nano le  coordinale  degli  ombelici  delle  superficie. 
Per  esempio,  sia  la  superficie 

V  =  ^(Ax^  -h  By'  ^  Ci"  —  1)  =0 , 

Q 
riferita  ad  assi  ortogonali,  e  sia  A>  B>C.  La  P^-jn^  > 

si  converte  in 

,    ABC 

e  i  tre  sistemi  (2),  (3),  (4)  sono  verificati  dalte 

Y  =  0,    p  —  B-O, 
le  quali,  combinate  con  Y  =  0  ,  danno  : 

ex 

e  da  queste  si  traggono  le  coordinate  degli  ombelici  : 
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n      ,_   A     B~C  C     A-B 

"  =  "'  '  '  BC    ìT^  '  ABA-C 

Nella  sopcrficie 

V  =  -^(Ax'  H-  By'  -  2c*)  =  0  , 


si  trova 


,     ABc* 


G  supposto  A  ^  B,  le  coordinale  degli  ombelici  sono  : 

Dalfesame  di  questo  formole  risulta  che  «  f^e  superGcie  di 
second*ordine  dotate  di  ombelici  sono  tre  :  Tellissoide,  l'iper- 
boloide a  due  falde,  ed  il  paraboloide  ellittico  ,  e  che  cia- 
scuna delle  prime  due  superficie  ha  quattro  ombelici,  e  due 
soli  la  terza.  Il  quale  teorema  si  ottiene  egualmente  dalla 
considerazione  delle  sezioni  circolari. 


§.   y.   DIREZIONI  DELLE  LINEE   DI   CURVATURA. 

Ne!  punto  ÌSl{x,  y,  z)  della  superficie  ¥  =  0,  deaotiaaio 
per  (Z,  in,  n)  la  direzione  di  una  qualunque  delle  due  linee 
di  curvatura;  le  quantità  Z,  tn^  n  si  devono  considerare  co- 
me le  componenti,  secondo  gli  assi  coordinati  (x),  (y) ,  [z)  , 
di  una  retta  =  1  ed  avente  i'  accennata  direzione.  Si  avrà 
per  questa  supposizione  : 

^H-  m*  -f-  n*  -h  2lmn  cos(yz)  -f-  ni  co8(zx)  -f-  Im  cos(ary)]  =  1 

Per  determinare  la  direzione  {l,  m,  n),  corrispondente  ad 
nna  radice  delfequazione  (p)  =  0  ,  si  può  impiegare  ano  qua- 
lunque de'cinque  seguenti  sistemi  di  formole,  essendoché  da 
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uno  di  essi,  combinato  colfequazione  della  superficie,  si  pos- 
sono derivare  tutti  i  rimanenti;  tuttavia  quando  si  adopera 
il  primo  (1)  j   per  fissare  i  segni  di  / ,  m  ,  n  convien  con- 
sultare qualcuno  degli  altri  quattro. 

<*^    "dx'  -dY^'^-dr'*  ' 

(5)       f,         "~^^^'      ,    ,    m=  ^-^^^«' 


(p- A)A,  ^B.C,  '         -    (/>-B)B,-^C,A,  ' 

r  —  yZC. 


n  = 


(/>-C)C,-f-A,Bi 

In  quest*ultimo  sistema  le  due  quantità  ausiliarie  t'  ,  ;  si 
possono  render  note  combinando  le  (5)  con  due  delle  se- 
goeoti 

r  =  B|C,i-*-  CjAim  -f-  A.Bjii , 

l=r-f-m^-+-n*-+-2  imn  cos(yz)  -+-  nZcos(5j;)-[-  Ifn  cos(a:y)], 

d.log.^ 


m 


Ym  -*-  Zn  =  0 ,    a  =  ——-  , 


essendo  ds  Telementu,  nel  ponto  M,  di  una  delle  due  linee 
di  curvatura. 

Giova  molto  conoscere  tutti  questi  sistemi  di  formole  pe* 
quali  si  determina  la  direzione  {ly  m,  n),  giacché  non  rade 
volte  accade  che  alcuni  di  essi  la  lascino  indeterminata   sotto 

la  forma  di    jt,  mentre  altri  la  determinano  completamente. 
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Siano  à,  ù,  le  radici  dell'equazione  (p)  =  0,  talché  risalti 

ip)  =  HV(p  -  à){p  -  ci.). 
sarà 

dp 
e  per  conseguente  : 

—j-^  =  HV((i)  —  W,)  ,     -3-^-  =  HV(W,  —  (ù)    . 

ap  Quìi 

Quindi^  ove  le  direzioni  delle  linee  di  curvatura  corrispon- 
denti alle  radici  (ù,  cài  si  designino  per  (X,  /Xy  v),  (Xi ,  /Xi  ,  Vi), 
avremo  : 

à(6)  .         d(cà)  d(à)) 

d(«i,)     -a      d((a.)      .,      dfó,)      _,  . 

■dA~   ^«   ="dB"^  =  -dC^".   =H«(«-".). 


§.   YI.   FORMOLE   RELATIVE   ALLA  TRASFORMAZIONE  DI    TRE  YARIABILI  , 

FUNZIONI  DI  TRE  ALTRE    VARIABILI. 

Siano  ire  quantità  p,  pi  ,  p,  funzioni  delle    ire    yarìabili 
X,  yj  Zj  cioè  sia  : 

(A)     p  =f{x,  y,z)  ,    p,  =  p^{x,  y,  z) ,     p^  =  pa(jp.  y,  5)  ; 

ciascuna  delle  seconde  quantità  si  potrà  pur  considerare,  ge« 
neralmente  parlando ,  come  funzione  delle  tre  prime ,  cioè 
potrà  porsi  : 

X  =x{py  p,  ,  pa) ,    y  =y(p,  p, ,  pa) ,    «  =«(p,  Pi  >  pj  , 
e  dalla  diiTcrenzazione  si  avrà 


i 
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d.o-  -^dx-h-£dy-H-/d2, 
*       djc  dy  dz 

,         dx  ,         dx  ,  dx  ^ 


•"^  =d^''''"*-d7>-^d7>- 

Si  rappresentino  per  D,  A  i  determinanti  formati  rispettivamente 
dai  coefficienti  differenziali  di  dx,  dy  ,  àz  nelle  (a)  ,  e  dai 
coefficienti  di  dp,  d/},,  àp^  nelle  (a).  Fra  i  due  determinanti 
Dy  A  sussiste  la  relazione  nota  : 

DA=l  . 

Se  dalle  (a)  si  ricavino  i  valori  di  dx^  dy^  izy  e  si  parago- 
nioo  con  quelli  delle  {oc)',  e  se  poscia  dalle  (oc)  si  ricavino  i 
Talori  di  dp ,  d^^^  ,  dp^ ,  e  si  paragonino  con  quelli  delle  (a); 
si  otterranno  dne  gruppi  composti  ciascuno  di  tre  sistemi  di 
equazioni,  de'quali  sono  tipo  rispettivo  i  seguenti  : 

'  dp      dy   '  dz  dz   '  dy    ' 

^  dp      dz    '  dx         dx   '  dz     * 

dj9  "  dx  '  dy         dy   '  dx    ' 


A 


(  348  ) 

(Ip      dy       dz  dy       dz 

(ix      d/9,  ■  dp^        d/>a     djD, 


^'^  ^       ^  dx     ■   d/9,  •   dp  dp'  dp,    ' 


A 


dpa  __  dy     dz  dy      dz 

dx       dp  *  dpi        dpi  '  dp 


Da  ciascuDo  di  quesU  sistemi  si  generano  gli  altri  dae  ana- 
loghi, facendo  subire  la  permutazione  circolare  alle  sole  let- 
tere {py  p,  ,  pa)  nei  primo  (6),  ed  alle  sole  lettere  {Xy  y,  z) 
nel  secondo  (jS). 

Si  notino  i  due  sistemi  d'identità  del  tipo  : 

le  quali  si  vcriGcano  intuitivamente  sostituendo  alle  quantità 
tra  parentesi  i  binomii  delle  (6),  (j3),  e  poi  osservando,  nel- 
Tatto  della  differcnzazione,  che  ad  ogni  termine  ne  corrispon- 
de sempre  un'eguale  e  contrario. 


§.    VII.   SUPERFICIE  CONJUGATE   IN  SISTEMA  TRIPLO,   E  FORMOLB 
PER  LA  TRASFORMAZIONE  DELLE  COORDINATE  RETTILINEE 

IN  COORDINATE   CURVILINEE. 

Supponiamo  ora  che  le  variabili  Xj  y,  z  rappresentino  le 
coordinato  rettilinee  di  un  punto  M  mobile  nello  spazio  ,  e 
cerchiamo  le  principali  conveguenze  di  questa  supposizione* 

Dati  i  valori  delle  coordinate  x^  y,  z,  relative  ad  ana  po- 
sizione qualunque  del  punto  M,  l'equazioni  (A),  che  indicherò 
per  (p),  (j9i),  (ps),  faranno  conoscere  i  valori  corrispondenti 
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delle  quantità  p,  pi  j  P29  chiamale  parametri  dal  sig.  Lamé; 
e  se,  rimaDendo  fissi  i  valori  di  questi  parametri,  supponia- 
mo variabili  le  coordinate  Xy  y,  z,  V  equazioni    (A)  rappre- 
senteranno tre  superficie  che  si  segheranno  nel  punto  M 

Le  tre  superficie  (p),  (/>i)t  (Pa)  si  diranno  conjugate  in  si- 
stema obliquo  od  in  sistema  ortogonale ,  sccondoché  si  seghe- 
ranno in  ogni  punto  dello  spazio ,  o  sotto  angoli  qualunque 
che  possono  variare  da  un  punto  all'altro,  0  sotto  angoli  co- 
stantemente retti.  Cominciamo  dal  supporlo  conjugate  in  si- 
stema obliquo. 

A  partire  dal  punto  M  le  tre  lince  d*intersezione  di  que- 
ste superficie  formano  in  qualche  modo  tre  assi  coordinati 
curvi  di  cui  il  punto  considerato  M  è  Vorigine.  Per  fissare 
le  idee,  denotiamo  questi  assi  curvi  colle  lettere  a^  0*1  ,  ffa, 
e  per  guisa  che  Tasse  a  sia  la  intersezione  delle  superficie 
(Pi)  e  (j9a)  ;  Tasse  oTi  sia  Tintersezione  delle  (p^)  e  (p)  ;  e  V 
asse  OTa  sia  Tintersezione  delle  (p)  e  {pi).  Per  questa  conven- 
xione  le  tre  superficie  conjugate  (p),  (p,),  (p,)  si  potranno  pure 
rappresentare,  a  partire  da  un  punto  dato  M,  coi  simboli  Jx  cr^  » 

Passando  da  un  punto  alTaltro  degli  assi  curvi  (S^ai^a^y 
é  evidente  che  il  parametro  di  ciascuna  delle  tre  superficie 
non  varia  che  sulTasse  curvo  rappresentante  la  linea  d'inter- 
sezione delle  altre  due,  rimanendo  costante  allorché  si  cam- 
mina sopra  ciascuno  degli  altri  due  assi  curvi.  Cosi  quando 
a  partire  da  M  si  passa  da  un  punto  alTallro  dell'  asse  9  , 
la  sola  superficie  (p)  varia  di  posizione  e  di  forma,  variando 
il  valore  del  suo  parametro  p ,  mentre  rimangono  costanti  , 
insieme  coi  loro  parametri,  le  altre  due  superficie  (pi),  (p^). 
Si  noti  che  per  la  trasformazione  delle  coordinate  ^r^  y,  z, 
'a  altre  coordinate  rettilinee,  non  subiscono    alterazione  ve- 
rona né  i  valori    de*  parametri  p,  pi  ,  p,  relativi  a  un  dato 
ponto,  né  per  conseguenza  tutte  le  quantità  che  siano  fun- 
^ionì  di  essi  parametri. 
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Supposi!  rettangolari  gli  assi  primitivi  Ox^  Oy,  Ox,  imma- 
gioiamo  tre  nuovi  assi  rettilinei  Mx'y  M.y',  MV  Ungenti  nel 
punto  M  agli  assi  curvi  or,  or, ,  Ca ,  ed  esca  da  M,  sotto  una 
direzione  qualunque,  una  linea  infinitesima  d«,  la  quale  ab- 
bia secondo  gli  assi  Ox,  Oy,  Oz  lo  componenti  do:,  dy,  djs, 
e  secondo  gli  assi  Mx\  My',  M^'  le  componenti  dx',  dy'»  Az\ 
Si  avrà 


di*  =  dx'^ 
+  dy- 


fa 


-+•  dz 

ed  insieme  d*^  =  dx*  -♦■ 
muta  in 

d^"  =  adp^ 

^  bdp\ 


ày'dzcos(t/z') 
d2'da'cos(2'x') 


cdp\ 
ponendo  per  abbreviare 

f  /dx\^ 


dx'dy'cos(x'y')  , 
dy'  -h  dz^  y  la  quale    per    le  (a)  si 

a'dp.dp^ 

h'dp^dp 

c*dp  dpi , 


(tD"-(^)'  . 


dpi        \dp 


(i) 


dx  \*       /dy 


'  =  (d^,)-^(d7,)-*-(d7,)  ' 


=  ( 


d  r  \^       .  dy  \'        '  dz 


-     -H 


dpj        \dpj         \doa 


(^)  ■ 


a'= 


dj;      dx       dy       dy       dz      d^ 
d,o.  ■  dp,      d^T  '  do,      d/j.  ■  dJ,  * 


(2) 


,_  dx      dx       dy      dy 
djs,     dp        d^a  *  dp 


é'= 


e  = 


dx     djr        dy     dy 


dp  '  dpi       dp  '  dp 


dz      dz 
à?,  '  'd7  » 

dz     Az 
dp  '  óp. 


(351) 
Quando  d$  prende  la  direzione  delfasse  Mx\  si  avrà  da  una 
parie  dy'  =  0 ,  dz'  =  0 ,  e  dalfaltra  dp,  =0  ,  dp,  =  0  ,  e  per 
conseguenza  dj;'  =  djo^a.  Se  adunque  concepiamo  che  ds 
prenda  successivamente  la  direzione  de*lre  assi  Mx',  My',  M^', 
conchioderemo  primieramente 

dx'  =  dpi/'a  j         dy'  =  dp.J/'é  ,       di'  =  dp:,[/'c  , 

(3)  ì     j         àx'  .         dy'  ^  dz' 
'     d/9  =   ,          dp,  =    /-    ,         dpj=---    : 

ed  in  secondo  luogo  : 

(4)  a'=l/éc.cos(yV),  b'=[/'caxos(z'x') ,  e  -\/'ab.cos(x'y')  ; 
donde 

(5)  6c— a'^=4c  sen'(y'j:'),  ca— 6''=ca  sen'(z V),  ai— c''=aA  sen'(r'y'); 
4V  — aa  =  a[/^bc.  [cos(z'x')cos(a:'y')  — cos(y'z')  ]  , 

(6)  {  cV  —  ié  =  *l/^ca.  [cos(x'y')  cos(y':i')  —  ccs(j8'x')]  , 
ab'  —  cc'=  c\/^ab.  [cosfy z')  cos(a'jp')  —  cos(x'y')] ; 

(7)  A'  =  a*c  H-  2a'A'c'  —  aa!^  —  66''  —  cc'^  . 

Quest'ultima  relazione  si  dimostra  osservando  che  il  deter- 

dx    dy      dz  . 

minante  A  =  2  zt  -r-  .  -r^  .  -r— ,  essendo  eguale  a  (*) 

dp     dp,     dp^ 

[/'(a6c).6en(x'}f')  scn(y'^')sen(y') , 


n  SuU*Uio  tistematico  de^principii  eie.    Convien   però   avvertire 
che  la  retta  =|/^a  ,  avente  secondo  gli  assi  Ox  t  Oy  ,  Oz    le  compo- 

dx      dy       dz 
Denti   Y~  >  T~*  >  T~»  ha  la  direzione  positiva  dell'  asse  Mx'  ,    come 
dp       dp        dp  ' 

apparisce  dalle  (17)  e  (17)'.  E  Io  slesso  dee  dirsi  delle  rette  l/^b,  |/^c, 
parallele  agli  assi  My'^  Mi'. 
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sarà 

A"  =  abc  W  —  cp8'(xy)  —  cos'(y's')  —  cos*(s'.r') 

H-  2cos(x'y')  cos(y'z')  cosfiV)  ] , 

la  quale,  sosliluili  i  valori  de'coscni ,  è  identica   alla  prece- 
dente. Intanto,  fatto  qui 

H  =  sen(T'j/')  scn(i/'2')  sen(y') , 

^i  avverta  la  formola  : 

(8)  A*  =  o6cH' . 

Consideriamo  le  proprietà  delle  sci  quantità 

a,  p,  y,  «',  ^',i 

dclerminatc  dall'equazioni  : 

«A»  =  ic  —  a'*,     I     «A'  =  b'c'  —  aa'  , 

(9)  I     /3A'  =  ca  —  b'\  /yA'  =  cV  —  bb'  , 

VA'  =  oA  —  c'%     (     v'A*  =  a'b'  —  ce'  . 
Da  queste  si  ricavano,  siccome  equivalenti  ad  identità,  le  : 

'     a  =  (/Sy  —  «'*)A'  ,  r    a'=  (/S'y'  -  ««>'  , 

(10)  !    b  =  (7«~/5»)A%       ó' =  (yV  - /3/3')A' , 

;     e  =  (a/3  —  y")A*j   (   c'=  (a'^'  —  yy'jA'  i 

per  le  quali  si  determinano  le  quantità  a,  A,  e,  a',   6',  e'  in 
funzione  delle  «,  /3,  7,  a',  /3',  y'- 
li)  ne  sorgono  le  relazioni  : 

i\\\     ^-  sen^iy'it')      ^     sen'(s'x')      ^     sen'(x'y') 


(iiS  ) 


Se  nell'espressione 

0i  scMtiiuiscoao  i  valori  di  a,  /3',  /^  essa  si  muta  in 

oic-H  2aW  —  aa^^  —  bV^  —  ce^  =  A*  , 
e  se  si  soslitaiscoDO  i  valori  di  a,  b\  c\  si  mata  io 

dunque 

(13)    «/3y  H-  2a'/3Y  —  ««''  —  iSP'*  -  77"  =  A-»  =  D\ 
Si  notino  pare  le  identità  : 

*'iS'  -h  cY  =  1,  0  =  a/3'  -f-  6'7  -4-  cV  =  a/  -^  i'a'-h  c'^. 


Le  (a)  ed  (oc)  del  §.  VI,  a  causa  delle  (3)*,  si  possono  met- 
tere sotto  la  forma: 

d.'=i^.(^d.+|j,+Èd.), 

limoli  tf<  Scienze  Mai.  e  FU.  T.  IV,  Settembre  i853  23 


(  354  ) 

,         dx    òx*       óx        dì/       dx       djs' 
dJ5  =  -r-  .  -+-  -—  .  — 1— f- —  . , 

dp    i/^a      dp,  2  l/A      dp^      [/^e 


ix      ix'    .   dr        45^*       da       da' 
dp     i^a      dp,     1/4      dp,     (/^c 


Ora  siano 


{l,  m,  »),  (/',  m',  nT),  (I",  m",  n") 

le  diresioiii  posilive  degli  assi  priiaitivi  Ox,  Oy^  Os  risptlto 
ai  nuovi  assi  Mx',  My',  Ma',  e  siano 

(X,  ft,  V),    (X',fi',v'),    (X",  i*",v") 

le  direziooi  positive  di  qacsti  rispetlo  a  quelli.  Ove' si  abbia 
riguardo  al  sigoificato  geometrico  de*coefficien(i  nelle  fomio« 
le  relative  alla  trasformazione  delle  coordinate  rettilineet  si- 
gnificato da  me  posto  in  chiaro  nella  Memoria  più  volte  ci- 
tata  (DelVuso  sistematico  etc.),  avremo  dalle  (a')  : 

ed  (ff  m!,  n%  (V\  m!\  n")  saranno  ciò  che  diventano  le  l , 
m,  n  quando  alla  x  si  8oslit||iscje  la  y  e  la  x. 

Essendo  /,  m,  n  le  componenti,  secondo  i  ni|ovi  «ssi  M j/, 
My'  f  M/  ,  di  una  retta  =  1  ed  avente  la  direzione  post- 
ava dell'asse  Ox»  si  ha  dalla  teoria  delle  projcz|oni  {M$m.  eit.) 

/IlV     ,    sen(y>\  x)         _  senf^gV,  x)  sep(x y\  x) 

*    ^         sen(y'V,  j:')'  ^  "  «en(Var',  y  V  '^  "  wi»(*y>  *')    ' 

P  giova  notare  che  nelle  : 

^  senfyV,  a?)  ^  scn(y'^^  y)      ^„^  ^en(yVp  i) 

^  sep(y'5',  x')  '     ^  son(yV,  x')  '        sen(yV,  x')    » 
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B  iraiBtraiori  eq«italgo«o  ai  coseni  degli  angoli  che  una  retta 
perpendicolare  al  piano  (y'x')  forma  co'  tre  assi  rettangolari 
Oxf  Oy,  Ozy  e  che  però  abbiamo: 

^      ^  sen"(y'z',  x')  ' 

donde»  essendo 

sen(y'z'j  x')  =  -777   , 

eofnchivdèremo  ta  prima  delle  tre  seguenti,  e  dalla  prima  ìb 
altre  dne,  sostituendo  alle  (l,  l\  1%  le  (m»  m\  m'%  (n,  vly  n"), 
ossia  sostituendo  alla  p  la  pi  e  la  p, . 


(M-K|-)' *(:-?)■= V- 


Miranda  al  significato  di  qne'niimerafori,  si  trova  pnre 

sen(a'ar')  8cn(xV')  cos(ar') 


mn  +  finivi  H-JmV  =  — 


H* 


e  quindi 


dx  '  ix       dy   *  dy       dz    'dj?  ' 

(16)  (    ^*    ^.^^».^^'    ^-fl' 
v     dx  '  dx      dy  '  dy        ix    '  às 
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In  secondo  luogo,  dal  significato  geometrico  de^coeffideati 
nelle  (a!)  raccoglieremo  : 

iM»x     ^     dar        1  <ly       1  dz       1 

dp      l/a  •       dp      l/^a  Ap    \/^a 

e  le  (X'y  /xS  v') ,  (VS  fx" ,  v")  saranno  ciò  che  diventano  le 
X  9  /x  ,  V  qnando  alle  (p,  a)  si  sostitaiscono  le  (pi ,  i)  e  le 

Essendo  X,  fx,  y  le  componenti  secondo  i  primi  assi  Ox , 
Oy  ,  Oz ,  di  una  retta  =  1  ed  avente  la  direzione  positiTa 
dell'asse  Ma/,  si  ha 

(17/  X=cos(a;x'),  /x  =  cos(y«),  v=  cos(zx'). 

Qui  cade  in  acconcio  di  fare  un'osservazione ,  leggera  io 
apparenza  ma  non  senza  importanza  per  le  sue  conseguenze, 
ed  é  che,  essendo 

X  =  cos{xx%      V  =  cos(j?y') ,      X"  =  cos(xz') , 

cioè  essendo  X,  XS  X''  i  coseni  degli  angoli  che  V  asse  po- 
sitivo Ox  fa  cogli  assi  Mx' ,  My'  ,  Mz' ,  una  retia  =  1  etf 
avente  la  direzione  positiva  delTasse  Ox  j  avrà  secondo  i  nmsi 
assi  ìlx\  My'y  Mz'  e  le  componenti  IjfnjnjcU  projexioni 
ortogonali  X,  X',  X".  E  la  slessa  osservazione  si  può  ripetere 
rispetto  agii  assi  Oy  ed  Oz. 

Posto  siffatto  principio,  dalle  formolo  per  le  quali ,  date 
le  componenti  di  una  retta  ,  si  determinano  le  projezioni  e 
viceversa,  avremo  {Mem.  cit.)  rispetto  alfasse  ìix'  : 

X  ={  -f-  m  cos(a?'y')  -*-  n  cos(zV) , 

H'fcsen(y'z')[Xsenfy'z')— X'sen(«V)cos{«')  —  X"8en(a:y)cos(y')]. 

Da  queste  e  dal  principio  di  simmetria  nascono  due  gruppi 
d*  equazioni  composti  ciascuno  di  tre  sistemi,  de*quali  sono 
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ipo  rispeltivo  i  seguenti  : 

dp  dx  dx  dx 

(18);     1^=   bp+a'pH-^^J-, 
dpi  dx  dx  dx 


dx 


=   e 


•!£i+4'^H.a'^'   ; 


dp,  dx  dx  dx 

dp  dx  ,  dx       ^.  dx 

-'-   =  a  —  •+"/ H/3  —  , 

dx  dp  àpi  àpz 

jMrxK  •     àp,       ^  àx         ,  dx         ,  dx 

dx       '  dp2  dp  dpi 

Da  ciascano  di  qaesti  sistemi  si  generano  gli  altri  dae  ana^ 
oghi,  facendo  subire  la  permutazione  circolare  alle  sole  let- 
tere (x,  y,  z). 
I  sistemi  (18)  e  (19)  si  possono  scriyer  così  : 

•    -  l  ,  fn         t/    •* 

AJ/ a  =  a,  -7-  +  e'.  -^  4-6'.  -—    , 
l/a  1/6  l/c 

(20)  f         Vl^«  =  6.  ^^H-  a'.  ^  +c'.  L   , 

MI       y-  **  f»  '  f        ^ 

^  l/c  l/a  1/6 
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l 


\/^a 


=  «.A/a  -^  y.X'|/^4  -+-  /3',XV^  , 


(21)  f     ^  =  ^.Xyb  4-  a'JiV^  +  7'.Al/«^^ 

È  palese  che  in  questi  due  sistemi  di  forinole  le  quantità 
(If  m,  n)t  (X>  V,  V')  si  poMoaOy  se  vogliasi,  rigoardare  come 
le  componenti  e  le  projezioni,  secondo  gli  assi  Ma/,  Hy^  Mz\ 
di  una  retta  di  grandezza  e  direzione  arbitraria,  e  che  per- 
ciò trovasi  cosi  risoluto  il  problema  :  Datey  rispeUo  ai  nuovi 
ani  Mx\  ily\  ìiz',  le  componenti  o  le  projezioni  di  una  reiia, 
determinarne  le  projezioni  o  le  cotnponenii. 

Se  si  richiama  la  formola  per  la  quale,  date  le  projezioiii 
ortogonali  di  due  rette  e,  J*  sopra  tre  assi  coordinati,  si  de- 
termina il  coseno  dell'  angolo  di  queste  due  rette  ,  e  se  |n 
essa  si  supppne  che  i  tre  assi  coordinati  siano  Mv\  Hy',  ed 
ed  un  terzo  asse  perpendicolare  a  questi  due,  si  troverà  : 

sen\x'y')  QOs(ef)  =  sen'(a?'y')  sen(x'y',e)  8en(x'y',y) 


cos(a?'e)  cos(xy) 

—  cos(j:'y') 
cos(y'f)  C0s(yy) 


CQs{a/e)  cos(j(/) 
cos(j^  cos(y'e) 


donde 


(22)    sen*(ar'y')  sen(j:'y',  e)  $en(a:'y',y)  =  sen'Cx'y')  cos(€f) 

co8(x'e)cos(x/)  f  cos(ap'e)co8(yy) 

-H50s(a?'y'X 
[cos(yV)cos(yy)  (  cos(x/)co$(y'e) 
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formoia  che  ci  oQrirà  in  appresso  uq  mezzo  facile  e  rapido, 
di  IrasfòmiazioRe. 


§.   YUI.   UTBE  rOAMOLE  DI  TRASFOaiUZlONE  BELATIYE 
AI  COEFFICIENTI   DIFFERENZULI  DELLE  COORDINATE  X,   y,   Z, 
DI  OBDIME  SUPERIORE  AL  PRIMO. 

Siano  e,y*»  g  tre  rette,  la  prima  delle  qoali  abbia,  secon- 
de gli  assi  Oxy  Oy,  Oz,  le  componenti  : 

à'x       d'y        à^x 


e  le  altre  dney*  e  g  siano  ciò  che  diviene  la  e  quando  a  p 
si  sostituisce  Pi  e  p,  . 

Similmente,  siano  t',J''f  jf  tre  nuove  rette  la  prìflQia  dello 
quali  abbia,  secondo  gli  assi  Ox^  Oy,  0;;>le  componenti: 

d'a?  d'-y  d'E 


e  le  altre  daej^  e  g*  siano  dò  cbe  diviene  la  if  quandp 
alle  lettere  p,  pi  ,  p,  si  fa  subire  la  permut^ione  circolare. 
Dal  prender  le  derivate  deirequazioni  (1)  e  (2)  del  §.  pre- 
cedente VII^  si  deducono  rispetto  alle  e,y,  y,  tre  sistemi  di 
equazioni,  il  primo  de^quali  é 


1    da       da:     d*j:  ^   dy      d'y      dz      i'z 


2    dp  "■  dp  '  dp'^dp  '  dp*  dp  '  dp*  ' 

ic'         1  da       ex     à'^x      dy      d^y  dz      d*z 

dp  2  dpi  '  dpi  '  dp*      dp,  '  dp*  dp,  '  dp'  * 

H'         l^da       dar      d^      dy^     d^      dz^    d'z 
dp  2  dp,  "  dpa  *  dp*      dpa  '  dp*      dp,  '  dp'  ' 
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e  si  ottengono  gli  altri  due  sistemi ,  facendo  sabire  sìidqI- 
taneamente  a  ciascuno  dc*lre  gruppi  (a,  by  e),  {a! ,  b'  ,  e') , 
{Pì  pi  ì  Pi)  '^  solila  permutazione  circolare. 

Ilispello  alle  e'p/^g^  si  deducono  egualmente  dalle  (1)  e 
(2)  del  §.  VII,  tre  sistemi  di  equazioni,  il  primo  de*qaali  é: 

di'       de'  _  do^    o/dx^       d*a:         dy        d'y         di         d'x     x 
dp,      dp^        dp  "  \dp  '  dp,dp*      dp   '  dp^dp^      dp    '  àpidpj 

db        /dx        d^x         dy        d*y         dx        d'x    \ 
^Pi  '  ^dp,     dpidpa      dp,     dp,dpa      dp,  '  dp^dpj 


de      ^/dr        d*jf        dy        d'v 

=2   T—  .  T— : H 


dp,  "  Idpa  *  dp,dp^      dpa  "  d/?,dp, 


dp,  '  dp.dpj' 


Qui  si  osservi  che  la  retta  =l/^a,  avente  secondo    gli  assi 

■    .  ^      r^      ^    I  .  dx      dv      d«      . 

rettangolari  Ox^  Oy,  Ox  le    componenti   r*  ^  t'  »  -t"  >  ba 

dp       dp      dp 

la  direziono  positiva,  come  apparisco  dalle  (ITj^delTasse  Mj/. 
In  ('guai  modo  si  dimostra  che  le  rette  rappresentate  da  [/"ò^ 
l/'cy  hanno  la  direzione  positiva  degli  assi  My',  Mz'.  Ciò  po- 
sto^ richiamando  il  noto  significalo  geometrico  de*  secondi 
membri  delPequazioni  precedenti ,  raccoglieremo  priaiiera- 
mente  il  sistema  : 

X-         /  I  V      1    da 

de'        1    da 

(1)    i       e^rUos^yU)  -  5^  -  J  ,-^  . 

,,,      di'         1    da 
dp         2    dpa 

cogli  altri  dae  analoghi  che  si  generano  facendo  sobire  $i- 
muliatuamenle  la  permntazione  circolare  alle  qaaotilà  di  cia- 
scuno de'cinqae  gruppi  {«,/,  9),   {a,  ^,  e),   («' ,  y',  »') , 
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Baccoglieremo  io  «econdo  luogo  il  ststema  : 

,.       ab'      de'        da' 

Ab 

(2)  '       2e'l/^ó.co$(y'e')  =  j-  , 

de 
I,       2«'l/"c.cos(z'«')  =  -p-   , 

cogli  altri  due  analoghi  che  si  generaao   come    precedente- 
mente. 

E  Bnalmente  raccoglieremo  il  sistema  : 

I  fg  co,(/,)  -  e  =  j^^  -    2-(  jy;  -H  g^)  . 

(3)  l  ,ecos(i,e)-/  =j^-  l-(i;7;-+-d7)  ' 

e/cos{?/)  -  ^' = ^^  -  -ad^-^dT:)- 

Si  avverta  che  conoscendo  dalle  (1)  e  (2),  in  funzione  di 
a,  i,  e,  a,  b\  e'  e  delle  loro  derivale  prime,  le  projezioni 
ortogonali  di  ciascana  delle  sci  rette  (t^fy  g)  j  {^\f\  9') 
sopra  ì  tre  assi  ÌHx',  My',  ìiz,  potremo  determinare,  quan- 
do ci  aggradi,  mediante  le  note  regole  (Y.  SM'  u$o  ec.)  il 
valore  di  ciascuna  delle  medesime  rette  ,  ed  i  coseni  degli 
angoli  che  esse  formano  sìa  cogli  assi  Mx',  ììy' ,  ìiz'  ,  sia 
tra  loro. 

É  poi  facile  a  vedere  che  lo  stesso  metodo  si  potrebbe 
estendere  alle  rette  che  sugli  assi  Ox,  Oy^  Oz  hanno  per 
projezioni  le  derivate  analoghe  delle  x,  y,  z ,  di  un  ordine 
superiore  al  secondo  e  prese  rispetto  a  p,  pi  ,  p2*  Ed  in  que- 


LI* 
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ste  formole  si  possono  disceriiere  gli  clementi  per  la  deier- 
mioazione  di  ciò  che  si  riferisce  alla  curvatura  sia  delle  li- 
nee d*  iutersezioBfe  delle  tre  superficie  coniugate  {p)^  (pi),  (p,), 
sia  di  una  linea  qualsivoglia. 


§.  IX.   FORMOLE  DI  TRASPORÌIAZIONB  RELATIVE  AI  GOEPFBCIEftTI 
DIFFERENZIALI  DI  UNA  FUNZIONE   DI  TRE  TARLABILI. 

Riprendiamo  presentemente  la 

V=V(a?,  y,  z)  =  V(p,  p, ,  p^)y 
che  differenziata  produce  : 

dV  =  — do;  -f-  — dv  -4-  —  d* 
da?      ^dy    ^^dx 

dV       da/        dV       dy^         dV        ds' 


dp       ir^a        dpi       l/"ó        ip^       (/"e 

Da  quest^equazione  e  dalle  note  proprietà  delle  projeziooi  si 
deduce  che  la  retta  (,  che  sugli  assi  Ox,  Oy»  Oz  ha  le  pro- 
jeziooi 

dV      dV      dV 

dx   '  ày   '  dz   ' 

e  che,  come  fu  avvertito,  è  normale  nel  punto  M  alla  su- 
perficie Y  =  0  ,  avrà  sui  nuovi  assi  ìtx',  ìly\  ÌHx' ,  le  pro- 
iezioni 

dV     dV        1  IX  -  ^        1  dV      dV        1 

da/  "  d^  *    l/^a     '  dy'  "  dp  •    \^b     '  d7  "  djS;  '    [^e    ' 

Quindi  U  CofirmolA  per.  la  quale ,  date  le  projeEiooi  di  uot 
retta  sopra -ti;e.  assi ,  si  determina  la  retta,  darà  mlNto  1% 
ossia  t 
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\àz/ 


do 
dV  » 


"(dT.)  *' 


et 


,dV.» 


P' 


d  v^   dv 

d/J,  *  dp, 

dV    dV 
dfl»  *  dp 

dV    dV 
dp  •  dp, 


Inoltre,  se  si  rappresentano  per 


le  compoaeBlì  secondo  .gli  assi  Mx',  Hy',  Mt'  della  retta  f, 
aTtMDO  daHe  (21)  del  §.  VII 

dV        ,  dV,     .,  dV 

dp  Ap*     ^  ép^ 


(2) 


dp,  dj9. 


,dV 


-,         dV       -,  dV        ,dV 
d|>,     «^  dp  dp, 

e  se  la  retta  (  si  projetta  insieme  alle  sae  componenti  Li/'a, 
Vi/'à ,  Nl/'c ,  sugli  assi  primitivi  Ox  ^  Oy  ,  Oj:  ^  e  si  badi 
alle  (1?)  e  (17)',  si  avrà  : 


(3)     \ 


dV 
dx 

dV 

dy 

àv 

d< 


Ax  ix 

àp  dpi 

dp  do, 


N 


N 


=  L 


d« 

dp 


M 


ÒM 


N 


dx 
dx 


dp,  dp 


\. 
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La  derivata  della  prima  di  qaest*eqaazioni,  presa  rispetto 
ad  X,  ove  si  ricordi  essere  DA  =  l ,  si  può  scrivere  eviden- 
temente così  : 

d'V    ^  d  ....  dx  ..  d/^  àx\ 


a  Qx  d  / 

=  D  ^_   (AL).-  -H  AL  :j-(  D 


dx^  dx  dp  dx\      do  / 

d  dx  d  /   dx  \ 

d'V        d»V 
Formando  in  simil  guisa  le  altre  due  derivate  -7-7   ,  , 

dy  cu 

col  cangiare  la  x  in  y,  ed  in  z,  e  poi  sommandole  colla  pri- 
ma, ove  si  abbia  riguardo  al  principio  espresso  dalla  foraiola 

dV      dV      dx      dV      dy       dV      dz 
dp      dx    '  dp       dy    '   dp       ds    '  dp  ' 

non  che  alle  (e)  del  §  VI  e  delle  sue  analoghe,  si  ottiene  : 

/d*V      d^V      d'V\       d  d  d 

formola  importante  che  Jacobi  ha  dimostrato  per  mezzo  del 
calcolo  delle  variazioni  ,  e  che  è  uoa  generalizzazione  di 
quella  già  data  dal  Sig.  Lamé  nella  supposizione  di  on  si- 
stema di  superficie  conjugate  ortogonali.  Nel  qnal  caso,  aven- 
dosi : 


risulta 


(5), 
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/  d*V        d'V         d'V  \  ^  , 

i./éX|/^^\       ^  /«>V|/"g<'\       d  /dV|  yToi  \ 
'  dpldp  V      ar   dp.ldp.r        b  /"*"  dpAdpiF       e  / 


§.   X.   POBMOLE  DI  TRASFORHAZIONE  BELATIYE 
ALLA  CVBTATCKA  DELLE  SUPEBPICIE. 

Differenziando  di  nuoro  la  dV  =  0,  cioè  la 

dV-         dV-         dV.       - 
^dx-H^dy  +  -dz  =  0, 

nasce 

do?e  il  primo  membro  si  può  scrivere  sotto  la  forma  : 

(T)  à$i—   d  —     —   d  ^      —   d  — ^ 

\  da;  *     d5       dy  *     d5       dz  *     d#  / 

Ora  se  nella  saperBcie  V  =  0  consideriamo  una  curva  qua- 
lunque (e)  che  nel  punto  M(j;,  y,  z)  passi  per  l'elemento  df, 
€  di  cui  B  sia  il  raggio  di  curvatura,  si  dimostra  facilmen^ 
te  (*)  che  le 

d^^,  a^i,  d^ 

As  Ai  Ai 

rappresentano,  secondo  gli  assi  Ox,  Oy>  Oz  ,  le  componenti 

di  ona  linea  =  —9  misura  dclPangolo  di  contingenza,  e  la 


(*)  Vedi  la  Memoria  sulla  curvatura  delle  lìnee  e  delle  superficie 
nella  Raccolta  scientifica,  an.  1845. 
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coi  direzione  è  parallela  a  quella  del  raggio  B  contato  dal 
ponto  M  verso  il  centro  di  carvatara. 

Ciò  posto,  dal  sigaiGcato  geometrico  del    trinomio  (T)  n 
conchiude 

R      ^  dx  dy     ^      dz 

=-[MSH''(?H-''('t)]> 

e  poiché  in  quest'equazione  quando  il  piano  osculatore  della 
curva  (e)  gira  intorno  aUelemento  d«,  l'ultimo  trinomio  non 
cangia  di  valore^  così  non  cangerà  di  valore  neppure  il  pri- 
mo roemhro  :  ciò  che  costituisce  il  teorema  di  Meusnier.  Po- 
tremo dunque  supporre  che  il  piano  osculatore  della  curva 
(e)  si»  normale^  nel  ponto  M,  alla  superficie  (V) ,  nel  qual 
caso  si  ha 

cos(m)_       1 

prendendo  il  secondo  membro  col  segno  positivo  o  col  ne- 
gativa ,  secondorhè  (a  normale  i  della  superficie  nel  ponto 
Jlff  è  0  no  diretta ,  come  il  raggio  A,  verso  il  centro  di  car- 
Irafttrd. 

Adottiamo  l'ipotesi  che  t  sia  diretta  in  senso  contrario  di 
R  contato  dal  punto  di  contatto  verso  il  centro ,  o  ciò  che 
torna  lo  stesso,  nel  medesimo  senso  di  R  contato  dal  centro 
di  curvatura  verso  il  punto  di  contatto,  e  cercbUmo  di  tva- 
sformar  Tequazione 

dV.,        dV^,       dV  .,  d*> 

(„  5^d^-+^-d>y+^d'z  =  -i- 

'  in  un*altra  che  dipenda  solamente  dalle  nove  quantità 
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Cf  òf  Cj  a^  b  y  c , 


dV 


dV 


dV 


ip  '  ip,  '  dp.  ' 


e  loro  differenziali,  presi  rispetto  a  |9,  p^ ,  p, . 

Osserviamo  dapprima  che  quando  salla  superficie  (V)  si 
passa  da  an  ponto  ad  an  altro  di  una  data  curva  (e),  con- 
▼ien  riguardare  le  quantità  p^  ptj  p^  come  funzioni  ciascuna 
di  una  stessa  yariabile  indipendente,  e  che  per  conseguenza  dal 
siare  la 


dx  =  -r-dp 
dp  * 


Ax  .         dr    . 


Tiene 
(2)      d' 


dx 


dV 


dx  ., 


dp» 


d'x 


dp 


d*« 


Ap 


Tàp* 


d*x 

dpidp, 

d'x 


djPadp 
d'x 


dpdp, 


dp.d/9, 


òp^ip 


ipAp, 


Mutiamo  qui  la  x  in  y  e  in  z ,  e  poi  sostiluiamo  i  valori  di 

d'x ,  d'y  ,  d^z  nella  (1).  Ove   si  facciano  le  riduzioni   dei 
tipo  : 

dV     d"x     dV      d'y      dV  A^z 

dV      dx       dV      dy       dV  dz       dV 

dx   '  Ap       Ay    '  Ap      dz  '  Ap   "  Ap  ^ 

la  (1)  si  convertirà  nella 


d'       dV., 
_l  —  =j-d  P 
R        d^     • 

-*.  ^^  A'. 
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e  co»(te).ip' 


fco»{tf).ip*  1-^21 


dV 


dV, 


e  siccome  dalla 


c'cos((e').d9,  d^. 


fcos{tf').òpjif 


g  cos(l9).dp*a  l/co»{ly').dpdp, , 


dV^         dV  -         dV  . 
^d/,H--dp..-H-dp, 


=  0, 


si  trae  differentiando  , 


dV 
àp 

dV 
d|9, 


dV 


dV. 


^dV 

dp,    f^' 


3-dp 


d^ 


d'V 

dp,' 


dp».  -  2 


£V_ 
dp.dp; 

d'V 
dp.dp 

d'V 


dpdp, 


dp.dp. 


d/»,dp 


dpd^,, 


cosi  avremo  finalmente 


(3) 


*!!_ 


(-—5 et  cos(<e))dp* 


(-jj-r--/<cos(f/))dp'.+  2 
/  d'V  \ 

(  J-5-  — ^<C08(«^))dp% 


d'V 


,dp,dpj 
/  d'V         „ 

(d7d^-^'««<^ 


Si  osservi  cbe  ciascuno  de*sei  prodotti  analoghi  ad  elcos(i 
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si  può  esprimere  immediatamente  in  funzione  di  quelle  nove 
quantità.  Infatti  rispetto  ai  nuovi  assi  Mr%  My'  j  Mz'  ^  noi 
conosciamo  le  componenti  di  /,  espresse  da 

(Vedi  le  (2)  del  §.  IX)  e  le  projezioni  di  e,  espresse  da 

e  cos(x'e),    e  cos{y'c)  ,    e  cos(s'€) 

(Vedi  le  (1)  e  (2)  del  §.  YIII).  Or  dal  principio  che  (c  una 
reità  moltiplicata  per  la  projezione  che  riceve  da  un  altra  sulla 
propria  direzione ,  é  uguale  alla  somma  delle  componenti  delV 
una  moltiplicate  rispettivamente  per  la  projezione  che  ricevon 
daltaitra  sulla  propria  direzione  »  dedurremo  sci  equazioni 
analoghe  alla  : 

(4)     et  cos{/c)=Lc|/'a  cos{x'e)^Me[/'b  cos(y'c)-f-Nel/'c  cos^^s'e). 

Bimane  così  risoluto  il  problema  proposto. 

II  problema  di   determinare   in    funzione    delle    quantità 

.  ,    .,     ,     dV      dV       dV        ,  .    .  .      . 

a,  6,  e,  a ,  6%  e  ,  -r—  ,  -r—    ,  -j—    e  loro    derivato  ,  sia   i 

óp       dpi      dp2 

rcygi  dì  curvatura  principali ,    sia  la  direzione    delle  linee  di 

curvatura^  si  riconduce  immediatamente  a  quello  già  risoluto 

nella  supposizione  degli  assi  obliqui^  come  risulta  da  ciò  che 

segue. 

Se  nella  superficie  Y  =  0,  si  concepiscono  trasformate  le 

coordinate  rettangole  x,  y,  z  nelle  coordinate  oblique  x\  y\ 

z',  prese  sugli  assi  Mx'y  My',  ÌAz'  tangenti  nel  punto  M  alle 

intersezioni  delle  superficie  (j9),  (s,)  ,  (p^)y  si  avrà 
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I 


B 


(  370  ) 


''■'  Q 


=  — r-  àx' 


d'V 


fa 


d'V 


4z 


ij. 


di 


t2 


d*V 


lA.I 


Tjy  d/d* 


dy'dz 
d'V 


dz'do;' 


àx'Aii 


d'\ 


dx'd 


H 


e  quest'equazione  dovrà  rioscirc  idcnlica  a  ciò  cbo  diventa 
la  (3)  quando  vi  si  ^  soslitailo 


dp== 


ix' 
l/'o    ' 


d/3,  ss; 


iy' 


d/Sa  =s 


Pertanto  il  nostro  problema  sarà  evidentemente  risolato,  se 
nelle  formolo  riportate  in  principio ,  e  che  lo  risolvono  nel 
caso  degli  assi  obliqui,  supporremo  che  questi  assi  obliqui 
siano  gli  stessi  assi  Mx',  ÌHy',  Mz',  e  prenderemo 


X= 


1     dV 


K«   dp  ' 


Y  = 


1     dV 


1^6    d/>/ 


Z=3 


1     dV 


[Tcdp,  * 


i 


^'4[^  -^^cos(,/)],  C'=J^^[^-,'lcos(,'0]  . 


Per  esempio,  la  superficie  V  =::  0  sia    una    dello   tre  su- 


pcrGcie  (p),  (Oi),  (p,)  ,  ed  in  particolare  sia 

V  =  p^[x,  y,  «)  =  0. 
Sarà  : 


G  per  conseguente  : 


rtC08(el)  /lcos(/t)  ^<cos(jr<) 

A  =s ,     B= — ,     ti  :^  —   , 

a  9  e 

_       e't  cosje't)  _     ftcos(ft)  _  g't  cos(y'r) 

e  la  (3)  si  malerà  nella 

(5)         Ad«"  ■+-  Bdy"  -+.  2C'dj;'dy'  =  <  ^  , 

fi 

equivalente  alla  : 

et  cos(el)-dp*-4-yi  cos(yì).dj9*,  H-  2y'l  cos(;'l).d/9dpi=  —  I—. 

Inoltre  le  (2)  del  %.  IX  daranno  : 

L=/3',        M=a',        N  =  7, 
essendo 

aé  —  c»  ,       b'c'  —  aa!        ^,       c'a' —  bV 

A*  =  abc  -f.  2a'ó'c'  —  aa'"  —  bb'^  ^  cc*\ 
Quindi,  ponendo  mente  alle  formolo  del  tipo  (4)  : 

et  cos(c^)  =  Lcj/'a  cos(ir'c)  -f-  M«i/A  co8(y'«)  -+-  Ncj/'c  cos(5'e) 
=  y  ei/'c  co8(j8'«)  -i-  jS'tfj/'a  cos(a:'«)  ^-  «'e|/A  cos(y'f ), 


(  372  ) 
e  richiamando  le  (1)  e  (2)  del  §.  YIII,  si  conchiaderà  : 

/di'         1   da\       1  ^,da  , /de'         1  <kv 

-^«==ì^ (df-  T  dTI^Y ^  d^  -^  ^  (d^-  ¥d7J 
<^r »*=ì^  (dTT-  T  d^)  -^^(dT;-  -2  d-p^T  «  d7. 

_      ^  _    /da'      i^_i^\        ^,d«_  ,d6 

~  '^Id/J       d/3,      dpa/  d^,  dp  ' 

Queste  tre  relaziopi  concordano  pienamente  con  quelle  pub- 
blicate dal  Sig.  Liouville,  e  intorno  a  cui  si  è  occopato  al- 
timamente  il  Sig.  Brioschi.  Ma  la  formola  (5)  e  la  (7)  che 
Terrà  in  appresso,  dalle  quali  sembrano  aver  tratto  partito 
que*due  geometri,  erano  state  già  da  me  pubblicate,  con  al' 
tre  denominazioni,  nei  giornale  arcadico  tom.  CX\.  anno 
1848. 

L'equazione  generale  (p)  del  §.  II,  per  la  quale  si  deter- 
minano t  raggi  di  curvatura  principali^  nel  nostro  caso  diviene: 

HV/  —  [A  M-  B  -2C'cos(a;y)]  ^-f-  ^°  ~^'^    =  0  , 

e  e 

t 
dove  j>  =  — ,    essendo  B  V  incognita  di  cui  i  due    valori 
R 

rappresentano  i  raggi  di  curvatura  principali. 

Per  semplificare  si  omette  qui  di  scrivere  gli  apici  sa 
nuovi  assi  Mx'^  My',  Mz'. 

Il  polinomio  (p)  del  §.  I,  se  prima  di  svilupparlo  vi  si  fa 
X  =  0  ,  Y  =  0 ,  invece  dell'ultima  equazione  produrrà  : 

(p-A)(/.-B)-C%=0, 
ossia  : 

(7)    /?"sen"(xt/)— [A-f-B— 2C'cos(xy)];>  -H  AB  —  C'"=  0  , 
ed  6  facile  a  provare  che  questa  concide  colia  precedente. 


(  373  ) 
Le  direzioni   delle    due    linee  di  curvatura    nel   punto    M , 
riferite  ai  dae  assi  Mx',  My'  ,  e  corrispondenti    alle  radici 
ci),  dii  delia  (7),  si  determinano  per  le  formolo  (1)  e  (3)  del 
§.  V.- 

dA  dC,  '      dA  dB  ip 

le  quali  si  riducono  alle  : 

l  m 


p —  B        C'  —  p  cos  (xy) 

(8)  : 


p —  B       p — A      (2p  —  ci  —  G),)sen'*(ry)  ' 
dove 

scn  (a:i/)  =i —  ,     cos(j:i/)  = 


ab        '  '   ""         [/'ab 

Dimostrazione  di  una  formola  di  Gauss.  Denotiamo  per  R, 
Ri  i  due  raggi  principali  di  curvatura;  avremo  dalla  (7) 

AB  —  C'^  1 

(9) 


t^scn''(xy)         KR, 
Ma 

AB  e/*  cos(c^)cos(yi) 

l'sen^(j:y)  ab  sen^(a:y) 

abefsen^{xij)  scì\{xy,e)  sen(xy,  /*) 

~  ~  (ab  —  c'y  ~  ' 

e  si  trova  in  egual  modo  : 

C'^  abg'^si'n^{ry)  sen^(jcy,  g') 

?scnVy)~  (a6  —  c'y  ' 

Ora,  per  dar  simmetria  e  semplicità  ai  risultalo,  denotiamo 


(374) 
per  E  la  retta  che  sugli  assi  Mx' ,  My'  ,  Mz*  ha  le  pr 
zìooi  : 

ej/'a  cas(irf)  ,     e\/'b  cos(yf) ,     e[/'cco%(zc) , 

e  per  EjK- ,  Ey  y  E^  questo  projezioni  medesime;  e  siano 
G  ciò  che  diventa  E  qaando  nella  sua  espressione    ad 
sostituisce  y*  e  g'.  Ciò  posto  ,  la  forroola    (22)  del  §.  1 
ove  si  moltiplichi  per  ctbef  o  poi  vi  si    facciano  le  sosl 
zioni  precedenti^  dà  subito  : 

AB       _  (ab^c'^)ef  cos(ef)—b  E^Fx— aEyFyH-c^ExFy-f 
l"sen^(xy)  ~  '  (ab  —  c'y 


e  questa,  facendo  e  z=Lf=ig\  produce  : 

C^'       _  (gò  —  e)s'''  —  iG%  —  aG%  H-  2c^GxG, 
i\tvk\x]i)  ~  (ab  —  ey 


1 


onde  è  che  dalla  (9)  si  deriva  la  relazione  : 

^"^W^  =  («*-c")(s/'cos(e/)  -  9^^)  +  «(G%  -  E 
-H  a(G%  —  Ey  Fy)  +  c'tExFy  ^-  E^Fx  —  2GxGy; 

la  quale  è  la  celebre  formola  di  Gauss^  scoperta  dopo 
serie  così  fatta  di  calcoli  che  un  chiaro    geometra    noi 
dubitato  di  chiamarli  penosi  (trét  pénUles)  (*).  In  questa 
mola,  essendosi  già  trovato  : 

p    -^^       Ida        L^ldA^  ir   -l 

•'"d/.         2    dp,  '    V'"  2    d^.  '  T'-   2 


(*)  LiouTilIe,  journal,  tom.  XII,  pag-  9^3' 


(375) 
(Vedi  le  (1),  (2\  e  (3)  del  §.  Vili)  ,  si  devono  fare   le  w- 
guenti  sostitnzioni  : 

efcos(ef)  -  9    =  j—  -  -(^,  -4-  -^)  , 

--•^^r-|[(d7)'-^.($.-^?)]' 

—  i-f—    —  —  —     ^_2—     ^—2—    —     V'^     — 1 
4  \jip  '  iOi      dpi  '  dj9  dp,  '  dpi  do  '  dp       dp  '  dptA' 


g.    XI.    SUPERFICIE  CONIUGATE   IN  SISTEMA   ORTOGONALE. 

Raggi  principali,  e  direzioni  (felle  linee 

di  curvatura. 

Supponiamo  che  le  tre  superficie  (p),  (o,),  (p.^)  si  seghino 
in  ogni  punto  dello  spazio  ad  angolo  redo,  e  che  però  si 
abbia 

0  =  o'  =  6'  =  e'. 
Le  (7)  e  (9)  del  §.  VII  diventano 

0=a'=/S'  =  y  . 
Per  la  superficie  (p^)  le  (6)  del  §.  X  danno 

Aa  =  |^f  ,B«  =  ^f  ,    C'=0, 
2    dp^  2    do,  '  ' 


'a 


(376  ) 
donde 

1    d  Ioga  1     d  logA 

e  la  (7)  dello  stesso  §.  X  riducesi  a 

(p-A)(|>-B)=0, 

e  ci  dice  che  i  valori  inversi  de'due  raggi  principali  di  cor- 
vatura,  relativi  al  punto  M  della  superficie  (p^)  j  sono  dali 
da 

A  _       1         d  Ioga  B     ^       1       d  logi 

Ì77~    VT  '  "dpT  '  1/7   ~    2|/^c      dp,    ' 

Le  direzioni  delle  due  linee  di  curvatura  relative  al  pon- 
to M  della  slessa  superficie  {p^ì^  si  deducono  dalla  (8),  cioè 
dalla 

P  ftv  1 

/>  —  B  ~  p-^X  ~  2/)  —  A  ~  B  ' 

e  si  conchiude  che  le  direzioni  corrispondenti  alle  due  radici 
^  =  A  ^  /)  =3  B  ,  sono  rispettivamente 

(Z  =  =±zl,  m=0),     (Z  =0,  m==i=  1)  , 

cioè  sono  le  direzioni  medesime  che  nel  punto  M  hanno  le 
lineo  dlntersezione  a,  Oi  della  superficie  (p^  colle  due  sa- 
perficie  (pj,  e  (p).  Si  ottiene  così  il  teorema  del  Sig.  Da- 
pin.  )>  Nelle  superficie  conjugate  in  sistema  ortogonale  le 
linee  di  curvatura  delPuna  sono  le  lineo  d*intersozione  che 
vi  producono  le  altre  due. 

Intanto  si  noti  che  in  un  punto  qualunque  M  dello  spazio, 
ì  valori  inversi  de'  raggi  di  curvatura  delle  tre  superficie 
(pj\  {p)y  (pi)y  conjugate  in  tal  punto,  sono  espressi  rispet- 
tivamente per 


(  377  ) 


Ì'       /     1  d  Ioga  1  d  log4\ 

l  2\^c   •  "d^   '  Jì^c    •  "dpT)  ' 

r      V  2l^a    •     dp"  '  '2Ka   "      dp  )  ' 


(- 


d  logc  1  d  Ioga 


2l/ó    '    do,     '    2[/b   '     dp,    I  ' 

Relazione  fra  le  derivate  delle  coordinate  rettilinee  x,  y,  : , 
e  le  derivate  delle  coordinate  curvilinee  p,  p^  ,  p,  , 

Non  si  può  entrare  in  qucst  argomento ,  senza  profittare 
dell'opera  importante  del  Sig.  Lamé  sulle  coordinate  curvi- 
linee (^).  Qui  il  mio  scopo  principale  si  ò  di  arrivare  per 
una  via  più  breve  e  più  facile  a  ricordarsi  ,  alle  due  leggi 
memorabili  scoperte  dal  Sig.  Lamé,  e  che  esprimono  la  ma- 
niera onde  variano  le  curvature  delle  superficie  conjugate 
in  sistema  ortogonale,  leggi  la  cui  dimostrazione  diretta  é 
stata  oggetto  di  studio  ai  valenti  geometri  Sigg.  G.  Bertrand 
e  O.  Donnei  (**). 

Le  formolo  (18]  del  §.  VII  ,  cssendu  nel  nostro  caso 
0  =:  a'  =  6'  =  c'j  si  riducono  alle 


dx  dp       dx    dpi      dx    dp 


2 


dp         **  d  or  '  dp,            da; 

dp,           dx 

Osserviamo  che  le  due  formolo  del 

calcolo  differenziale 

dV__dV     ix       dV     dy 
dp       dx  '  dp    '    d  1/  *  dp 

dV      dz 
'^dz    -dp    ' 

dV_dV     dx       dV     dy 

dp,      dx  '  dpi      dy   '  dpi 

dV     dz 

■^  dz  '  dp,  ' 

(*)  Journal  dti  M.  Liouvìlle,  tom.  V^  pag.  313,  aii.  1840. 
(**)  Journal  de  Técolc  polytechnique,  cahier  29  et  32. 


(  378  ) 
in  grazia  delle  relazioni  (1)  diventano 


dV  /dV    d/9       dV     d/9      dV     Ap 


do  \dx  '  Ax       dy  *  dy 


d7d^j 


dV  _     /dV    dp,      dV     dp,      dV    d£,\ 
dp,  \Ax  *  dx       dy   '  dy       d;;   '  ds  / 

nelle  quali  equazioni,  siccome  nelle  (1) ,  non  che  in  que 
che  nasceranno  da  esse,  si  possono  assoggettare  simultam 
mente  alla  permutazion  circolare  le  lettere  do*  due  grai 
(a,  é,  e),  (p,  p, ,  p,), 

àp 
Se  nella  prima  delle  (B)  si  pone    V  =  -/-  »  risolte^ 

ux 

±    dp_a^  £r.dp/      /d^v»       /dgx'-l  ^_a_  da 
dj9'dx~2    dxL^do:'        \dy'         \izl   J       2    dr 

cioè  risulterà  la  prima  delle  tre  seguenti ,  e  dalla  prima 
altro  due: 

d      dp  _    a      d« 
dp  '  dj?  '    2  *  da:  ^ 

_d_    4?!  ^  A    ^  . 
dp,  *  dr        2      dx 

d      Ap2  _  ^  ày 
dpa  '  dx       2    dx  ' 

Se  nelle  due  equazioni  (B)  si  fa  rispettivamente 

dr    '  dx  ^ 

e  poi  si  moltiplicano  l'una  per  b  e  Taltra  per  a ,  e  si  se 
mano  i  prodotti^  viene  : 


(2) 


(379) 


do     ax        dpi     dx  drLdx     dx       dy     dy       dz     dz  J 


=  «4^=0. 
dx 


Da  questa,  pel  solito  giro  di  lettere,  si  ottiene  il  sistema  : 

dp     dx  dpi     dx 

ni     f        ^    ^      ^'^'j-  A    ^      ^f^'  — O 
*  dj!7|     do?  d^a     dx 

d      àp  d       d^ 

'  dpj     dx  dp    dx 

Dalle  (1)  prendiamo  la  derivata  della  prima  rispetto  a  p^  , 
o  la  derivata  della  seconda  rispetto  a  p.  Essendo 

à'x   _     d^x 
dpdp^  ~  dp^dp  ' 
si  otterrà 

d       dp       dp      da  d      dy?,      d/3,      d 

d^i     dx        dx     dpi  dp     dx       do:      dp 

e  da  quiy  avendo  riguardo  alla  prima  delie  (3),  nasce ,  ma- 
dre delle  altre  due,  la  prima  delle  tre  : 

d       dp dp,     db        dp     da 

dp,  '  dx        dx  '  dp         do:  *  dp,  ' 

^      dpa     d^       ^^      dpi         d**^      ^Ipa 

2   d^      dp2 dp      da         dp,     de 

""dp  •  dx~dT  '  df,~  dx   'd^  ' 


(  380  ) 
Da  ciascuno  dc*qaatlro  sistemi  (1)^  (2),  (3),  (4)  se  ne  fanno 
scaturire  altri  dae  analoghi  col  solo  mutare  la  x  nella  jf  e 
nella  z. 


Relazioni  tra  le  direzioni  degli- assi  curvilinei  a,  a,  ,  ^, 
e  tra  le  loro  derivate  parziali  prese  rispetto  a 

Poiché  le  tre  superficie  (p),  (pi) ,  (p^)  si  tagliano  in  ogni 
punto  M  ad  angolo  retto,  secondo  tre  linee  od  assi  carTÌli- 
nei  G,  (7i  9  (J2i  gli  assi  rettilinei  Mx'j  MyS  Mz'  tangenti  uei 
punto  M  alle  tre  lince  a^  Ji  ,  a, ,  saranno  rettangolari.  Sup- 
posti adunque  rettangolari  gli  assi  primitivi  Ox^Oj^,  Oi,  se, 
come  già  più  sopra  si  è  convenuto,  si  denotano  per 

(X,  ju,  V),  (V, /x',  v'),  (x^fil^  v'o 

le  direzioni  positive  de*nuovi  assi  Mx',  My',  Mz'  rispetto  ai 
primi,  avremo: 

X    =   COS(xx')    ,       X'    =   C0S(XI/')    ,       X"   =   C0S(l?J8')    , 

[i  =  cos(t/a')  ,     fx'  =  cos(yy')  ,    fx"  =  cos(yz')  , 
V  =  cos(5j;')  ,     v'  =  cos(zy')  ,     v"  =  cos(;^')  ; 

e  dalla  semplice  ispezione  di  questo  quadro  si  vede  che  le 
direzioni  positive  degli  assi  Oj?,  O^,  Oz  ,  rispetto  agli  assi 
Mx',  My',  Mzy  sono  rappresentate  da  (X,  X',  X"),  (jui,  jx',  /i"), 

(V,  v',v"). 

Qui  torna  comodo  d'introdurre  le  seguenti   notazioni  del 

Sig.  Lamé  : 

H  =  l/'a  ,     H,  =r  iZ-J  ,     Ha  =  l/"c  , 

donde 

HA=1,     11A=1,     H2/*2  =  l- 

Ciò  posto,  le  formolo  (17)  del  §.  VII ,   combinato  collo  (1) 


(381  ) 
del  §  alluale,  daranno 

Qù  (IX 

(5)     {      X'=A.  ^=h//!, 
^  '     '  cip,  àx 

X"  =  A  —^11  ^-' 
di',  d^    ' 

collo  altre  che  nascono  assoggettando  simaltancamcnlc  alla  per* 
matazion  circolare  i  due  groppi  (X,  n,  v  ),  {x,  y,  z);  e  le  (3) 
dello  stesso  §.  VII  diventano  : 

(     dx'=Hdo,     di/'=H.do.  ,     dz' =  H,  dp, , 
(      dj9  =  hdx'  ,     òpi  =  Aj  dy ,     dp,  =  A^  ds' . 


Fermiamoci  alquanto  a  considerare  il  caso  in  cui  risulta 

H  =Hi  =  H2  • 

In  questo  caso  singolare,  se  le  tre  equazioni 

(A)'    X  =  x{p,  Pi ,  P2),  y  =  y(p,  pi  ,  p,) ,  s=zz(Pj  p,  ,  p:,)^ 

si  riguardano  come  rappresentanti  tre  superficie  di  cui  le 
coordinate  rettangolari  siano  p,  pi  ,  ^2  9  essendone  i  ptira* 
metri  x^  t/j  z^  la  considerazione  deircquazionc  : 

ip^  ^dp\^  òp\  =  A"(dj;^-  -H  dy'  ^  dz') 

fa  palese,  che  lo  tre  nuove  superficie  (A/  si  taglicranno  in 
ogni  punto  dello  spazio  ad  angolo  retto. 

Per  trovare  un  sistema  di  superficie  conjugate,  relative  a 
questo  caso,  concepiamo  nello  spazio  due  figure  (  ossivvero 
due  sistemi  di  punti)  connesse  tra   loro  per  quella  legge  no- 


(  382  ) 
Ussiraa  a  coi  ora  si  dà  il  nome  di  ira$f9rtiiazione  per  rai 
reciproci f  e  che  consìste  in  due  cose  :  l."*  Che  le  due  figa 
si  possano  disporre  cosi  che  i  loro  punti  C0rrispondenti  M, 
si  (rovino  sopra  un  medesimo  raggio  emanante  da  an*ori| 
ne  fissa  O  ;  2.°  Che  questi  punti  corrispondenti  sodisfacc 
no  all'equazione 

OM.Om  =  k  ,      donde    OM  =  -^    , 

Ohi 

per  la  quale  dato  l'uno  si  determina  subito  l'altro. 

Consideriamo  sopra  due    raggi    distinti  le   due  coppie 
punti  corrispondenti  (M,  m),  (N,  ii)f  talché  si  abbia 

0H=±.         0N=*, 


La  formola 


;2 


MN  ==  OM*  +  ON  —  20M.0N  cos(MON) 
darà 

mn 


MN  =  d=* 


Om.Oji  ' 


Per  determinare  il  segno  del  secondo  membro ,  os«ervia 
che  se  i  punti  N,  n  si  fanno  cadere  sullo  stesso  primo  i 
gio  OM^  allora  sì  ha 

MOh-ON=MN, 


\mO      Onf 


mO  -+•  On mn 


mO     Onl  mO.On  Om.On  ' 

Dobbiamo  dunque    ncirequazion  precedente  scegliere 
gno  inferiorei  e  scrivere 

Om.On 
Se  il  punto  N  è  infinitamente  vicino  al  punto  M , 
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ponto  n  sarà  infinilamcntc  vicino  al  panto  m,  ed  in  questa 
ipotesi  Tequazion  precedente  si  (radace  nella 


(«) 


MN 


\ 


mn  Om 


a       9 


e  sotto  qaesta  forma  rende  manifesto  che  se  il  punto  N  de- 
scrive intorno  ad  M  una  6gura  inBnitesima»  anche  il  punto 
n  descriverà  intomo  ad  m  un  altra  figura  infinitesima,  che 
sarà  inversamefUe  o  direUamente  simile  alla  prima  socondo- 
chò  k  è  positivo  o  negativo.  Infatti  seguiamo  i  punti  N  »  n 
nelle  posizioni  infinitamente  vicine  N',  n'.  Si  avrà 

MN       MN'        NN'  k  OM* 


mn        mn  nn  Om  k 

Cosi  i  due  triangoli  corrispondenti  MNN'»  mnn'^  avendo  prò* 
porsionali  i  loro  lati  omologhi,  sono  simili  nel  rapporto 

=  —  *.0m->. 

Sugli  assi  rettangolari  Ojt,  Oy^O^  siano  pj  p,  ,  p^le  prò- 
jezioni  del  raggio  OM,  ed  x,  y,  z  siano  le  projczioni  del 
raggio  Om.  Poiché  le  rette  che  hanno  la  stessa  direzione  , 
sono  proporzionali  alle  loro  projezioni  omologhe,  sarà 

OM         p         p,       p, 
Om         X  y         «    ' 

..  OM         k  OM' 

ovvero,  a  causa  di  -r— -  =  --— ^  =  — ; —  , 

Om        Om^  k 

^  ^   X  y  z         x"*  H-  y"*  -*-  -^^  ^ 


Similmente  sugli  assi  Ox  ,  Oy ,  Oz  siano  (ip ,  dpi  ,  dp^  )  , 
{dx ,  dy ,  d;;)  le  projezioni  rispettive  delle  due  linee  corri- 
spondenti MN>  mn  infinitesime;  dalla  (a),  ossia  dalla 
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k 


sì  ollicnc 


(,)  éx^  -H  df  ^-  d*'  =  ^(dp'  -4-  dj»».  -t-  ip\) . 

L'esposte  proprietà  della  trasformazione  per  raggi  reci- 
proci sono  state  dichiarate,  ma  con  giro  al  tutto  diverso , 
dal  Sig.  Lioaville  (^),  il  qnale  ha  pnr  dimostralo,  integrando 
Hna  certa  equazione  del  Sig.  Lamé ,  che  le  formale  rélatm 
alla  trasformazione  per  raggi  reciproci  sono  le  sole  che  sodi- 
facciano  alla  relazione  : 


Del  rimanente,  oltre  il  Sig.  William  Thomson  (^  od  il  Sig. 
Lioaville,  si  sono  occupati  delle  applicazioni  di  questa  tra* 
sformazione  per  raggi  recìproci,  molti  altri  geometri  ed  in 
particolare  il  eh.  Prof.  Giusto  Bcllavitis. 

Osservando  la  {e),  si  vede  che  le  relazioni  (b)  sommini- 
strano due  sistemi  tripli  di  superGcie  ortogonali,  sccondocbè 
vi  si  riguardano  come  parametri  le  j9 ,  p^  ,  p^  ,  ovvero  le 
X,  y,  z. 

Lo  superGcie  (/?),  (^i) ,  (pi)  del  primo  sistema,  si  riducono 
alle  seguenti  : 


(*)  Journal  de  Malb.  an  1847^  Note  a  Monge,  an.  1850. 
(**)  Journal  de  Matb.  an.  1845,  pa^;;    369. 
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e  sono  evidcn(omeD(c  (ro  super6cic  sferiche  che  (occaoo 
ncirorigine  O  i  tre  piani  coordinali  yr,  zxj  xy,  e  dove  per- 
ciò si  tagliano  ad  angolo  rello,  e  tengono  il  lor  centro  mo- 
bile sopra  i  tre  assi  rcllangolari  Ox,  Oy,  Ojs.  Le  superficie 
del  secondo  sistema  sou  pure  tre  superficie  sferichei  perfet- 
tamente analoghe  alle  precedenti. 

Si  ponga  or  mento  ai  seguente  teorema  ,  a  mia  notizia  , 
nuovo. 

Se  tre  superficie  ifertehe,  conjugaie  in  sistema  ortogonale,  sono 
rappresentate  ciascuna  da  un'equazione  ad  un  solo  parametro  , 
le  tre  superficie  passeranno  costantemente  per  un  punto  fisso  ,  e 
toccheranno  in  questo  punto  tre  piani  fissi  ortogonali,  e  le  loro 
equazioni  saranno  della  forma  (d). 

SZKOSTAABXOWS.  Sia  M  un  punto  particolare  dove  si 
segano  ad  angolo  retto  le  tre  superficie  sferiche.  Gli  assi 
rettangolari  Mx'^  ìiy',  ìiz'  tangenti,  nel  punto  M,  alle  loro 
intersezioni  a,  Ci  ,  <J2f  saranno  normali  rispettivamente  alle 
stesse  superficie,  o  passeranno  per  il  loro  centro.  -Quindi, 
ove  queste  superficie  si  riferiscano  agli  assi  Mx',  My',ìàz\ 
le  loro  equazioni  (d')  saranno  ciò  che  diventano  le  (d)  allor- 
ché ad  X,  y,  z  si  sostituiscono  le  x',  j/',  z',  relative  a  que- 
sti assi.  Rispetto  agli  assi  fissi  Ox,  Oy,  Oz,  siano  Xi  ,  yi , 
Xi  le  coordinate  del  punto  M,  e  le  direzioni  de*nuovi  assi 
Mx',  My',  Mz'  si  esprimano  come  più  sopra.  Avremo  dalla 
trasformazione  delle  coordinato 

x'  =  X  (x  —  X,)  -+-  fjL  (y  —  y  J  -f-  y  (;:  —  z^)  , 

y'  =  X'  (X  ~  X.)  H-  ^'  (y  —  y,)  -h  '/ {Z  —  X^)  , 

z'  =  X"(x  -  x.)  ^  [i"(y  --y.)  4-  v"(z  -  z,)  . 

Sostituendo  questi  valori  nello  (d')  ,  otterremo  V  equazioni 
più  generali  di  tre  superficie  sferiche  conjugaie  in  sistema 
ortogonale.  Ora  se  vogliamo  che  questo  equazioni  non  con- 
tengano ciascuna  che  un  solo  parametro,  Tuno  distinto  dal- 

Jnnali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  r.  IF.  ottobre  18tf  3.  25 
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I  altro,  é  necessario  suppor  costanti  tutte  le  qaanliià  (dife^ 
se  da  Xy  y,  z)  che  entrano  simultanearaonto  nelle  Irò  equa* 
zioniy  vale  a  dire  convien  suppor  costanti  le  coordiDaie  (v, , 
yi  ,  Z|)  del  punto  M^  e  lo  direzioni  (X,  jtx,  v)  ce.  degli  asti 
Mx\  My',  Mz'f  ed  arremo  cosi  l'equazioni  più  generali  i4 
un  solo  parametro,  di  tro  superBcie  sferiche  conjogate  io  si* 
sterna  ortogonale.  Affinchò  quest'equazioni  possano  formarsi 
è  dunque  necessario  che  le  tre  superficie  sferiche  passim 
per  un  punto  fisso,  e  che  tocchino  in  questo  panio  Ire  piani 
fissi  rettangolari ,  e  che  però  si  possano  rappresentare  da 
equajcioni  della  forma  (d). 


Convenzione  notabile,  e  identità. 

Qui  giova  richiamare  che  il  punto  arbitrario  H(^  y ,  s) 
per  ove  passano  le  tre  superficie  conjugate  {p)^  (pi),  (a,),  é 
la  origine  de'tre  assi  curvilinei  or,  Ci ,  a^ ,  linee  d*  interse- 
zione di  esse  superficie,  non  che  degli  assi  rettilinei  Mx', 
My',  Ì/U  tangenti^  nel  punto  M,  agli  assi  curvilinei;  e  che 
inoltre  dx'^  dy',  dV  rappresentano,  secondo  gli  assi  Mar',  M^, 
Mjs',  le  componenti  di  una  retta  infinitesima  dt,  nascenie  da 
M  (si  veda  il  §.  VII).  Ciò  posto,  ò  evidente  che  le  dxff  d/j 
àz'  si  possono  pur  riguardare,  nel  punto  M ,  come  i  primi 
elementi  dar ,  d(7i  ,  da^  degli  assi  curvilinei  <7,  ^i ,  9^ ,  e 
che  per  conseguenza  l'equazioni  (6)  equivalgono  alle  aegueati 

Ìd(7  =  H  dp,     djj  t=3  Hi  Api ,     dcr,  =  H,  dp^ , 
dp  =3  A  d^,     dpi  =  A,  d^i,     d^,  =s  h^  àa^  • 

Il  che  richiamato,  osserviamo  che  gli  archi  a,  a, ,  a,  non 
si  possono  prendere,  in  un  modo  generale ,  come  variaHU 
indipendenti  rispetto  alle  altre  quantità,  per  esempio,  rispeilo 
alle  H,  H,  ,  H^ .  Infatti  queste  linee  coordinate  cr,  ^i  ,  a^ 
cangiano  di  luogo  e  di  forma  passando  da  un  punto  (x,  y,  x) 
ad  un  altro  punto  qualunque. 
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Onde  é  che  se  si  vogliono  introdurre  nel  calcelo  esprei- 
^i<Nii  analoghe  alle  seguenti  : 

^    dH  Jl.     £H 

da  '  dji  '         d^i  '  dar,  ' 

{tmio  che  io  adotterò  in  appresso,  siccome  fonte  di  gran  sim- 
vnclria  e  aennidicità  neVisultati)  convien  sempre  sostituire,  o 
almeno  concepir  sostituiti  a  da ,  dji ,  dcTa  i  loro  valori  Hdp, 
Bt  ipi  j  H2  dpa ,  e  dopo  eseguite  le  differenzazioni,  sostituire 
di  nuovo  a  dp,  d^i  ,  àp^  T  espressioni  equivalenti  daH~*  , 
da'!  H~'i  ,  doriH'*2  •  P^i*  questa  convenzione  abbiamo  Tequi- 
v^a/enze  simboliche  dei  tipo  : 

i.    dH_l     ^/J_     dHv 
d(T  "d(7~H    d/}\H,  '  dpj  ' 

^    da  qui  s^inferisce 

jd^    dH_  J_     d^H^ !_    dH      dH| 

d<j  '  dói"^  HH,   '  dpdp,        HH\  '  dp,  '   dp 

^i  trova  similmente 

d<y,  "  dT^HH,   *  dpd/3.      H^H"  '  d^  '  dp,  ' 

^  per  conseguenza 

_d^dH_d_dH_J^dHdH L^     ^ 

da  *  d^i        dJi  *  da         H   'da  '  da»         H^  '  da^  '   dor  ' 

botiamo  adunque  che  le  due  quantità 

^      dH       d_     dH 
dar  '  d(ji      dj|  '  da 

''oq    gQQQ  eguali,  o  che  non  è  lecito  di  porre  : 


dar     Odi 
Operando  coirindicata  avvertenza,  sì  trova 

d7\    dff    /      da'H  "  dff/~"H  *  dj  '  dff        H^da/ 

1_    J^     dH     /d  logHv' 
■^  H  '  d<T  •  dff      \    do   /     ' 

donde  la  prima  delle  duo  seguenti  identità  ;  la   seconda  s 
trova  in  modo  simile  : 


(7) 


H      dada^dòl    dj    /"*A    da    / 
H    *  dcTi  *  doTa      dor,  \  da,    / 


dIogH    dIogH 
d^x    *      da. 


E  queste  idealità  son  madri  di  latte  quelle  che  nascono 
soggettando  alla  permatazion  circolare  dapprima  le  sole  1^ 
Cere  (or,  Oi  ,  aa)i  e  poscia  in  tutta  la  famiglia  delle  nate, 
sole  lettere  (H,  Hj  ,  H,). 

Si  noti  ioGne  che  i  valori  inversi  de*  raggi  di  corrati 
principali  delle  tre  superficie  (p,),  (p),  (pi)    trovali   più 
pra  (R)|  ove  si  esprimano  colle  nuove  notazioni»  diventa 
rispettivamente  : 

dIogH     dIogHiv 


\  dff,     *     dff,   ;  * 

<*)    )      VlkT  '  "IT")  ' 

/d  logH,      d  logHv 

V  dff,    '  IffT"/  ■ 
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Cerchiamo  adesso  la  forma  che  rivestono  le  (2),  (3)  e  (4), 
allorché  si  adoperano  lo  notazioni  precedenti,  e  vi  si  fa 

d£_    X^      dp,_    V^     d^_  r 
òx        H    '  dar         H,    '  do:         H3  ' 

eguaglianze  che  si  desumono  dallo  (5). 

E  primieramente  osserviamo  che  il  principio  espresso  da 

dV_  dV      d^     ^      djo,      dV      dpa 
òx      Ap  *  dx     dpi    '  dx      Ap2  '  dx 

si  traduce  nel  seguente 

dx  àa  dff,  òOi  ' 

dove  in  luogo  di  V  soslilacrcmo  successivamente  H,  H, ,  H,.. 

La  prima  delle  (2),  cioè  -r-  .  -"-  =s  -~  —,  diviene 

do    dx         2    dx 

£    2.—  !!!    Ah»  — —1    — 

àp'H  "    2  '  dx  H   ■  dx  ' 

ed  appresso  : 

H    '  àp       H   •  da  —        H  \      dff  "*■      da."*"       dvj  ' 

donde 

dX  /..  dH       .„dH 


dp  \      dji  da»/ 


nella  quale  è  lecito  di  assoggettare  simultaneamente  allapcr- 
mutazion  circolare  ciascuno  de*quattro  gruppi        * 

(X,  V,  X"),    (py  p, ,  Pa),    ((7,  a,  ,  (7,)  ,    (H,  H.,  H.). 
Si  ha  dunque  il  sistema 
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Ap  \     A(St  àaj 


j 


Similmente,  la  prima  delle  (4),  cioè 

^     d       dj9 dpi     dJ       dp     da 

d^i  '  da;      dx   '  dp       da?  '  dp^ 

8i  converte  successivamente  in 

Olia    ^       ^  _^'        *H»        ^         ^  H» 
dpi     H       Hi     dj>  U      dpi 

H  — —A  —  ==X'.^—  X  —      —  =  X'  — 
dpi  dp,  dp  dpi  '  dpi  d(7 

Da  qui,  per  legge  manifesta  di  simmetrìa,  si  trae  il  sistema 

dpi  d(7     '  dpa  ad 

I     dV       .,dH,       dX'_     dH 


_     dH        dX"  _    ,  dH, 


dT 

dp  "  d^a  '    dpi  d^a 

Proponiamoci  di  determinare  i  valori  delle    doe  espressioni 
-p-j —  ,  r — ^  ,  per  eguagliarli  poscia  tra  loro.  Dall*  equa- 
zione 


dp 

Ile  (8),  si  ricava 
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do  V      Off,  d?,' 


\     dfli  '  d(T,  dp,  *  dffj/      \Ì7i  '  d/9,      dff,  '  dp,' 

\dO|  '  dff,      dff,  '  daj  \d/»,  *  dar,      d(Ti  '  d<jj' 

dH        dH, 
do*!        da 

dX       „    dH.     .    . 
Il    equazione    -r— =  V   --j —  si  ricava 

-v—    ^"'        ^"'      ^  — X'—    —     X—     — 
dp  '    dj  dj    *  d/9  dp  '   dar        da,  '  da 

gliando  questi  risoltati,  viene 

^     ^    /d      dH,       d      dH       dH      dH., 
\dp      dor       d]9|     dar.      da,     dor^  / 

H-X'/— .  —  -   —       ^\ 

\dpi  *  dja        d^i  '    dja  / 

ime  la  direzione  (X,  X',  X'')  dcIFasso  primitivo  Ox  j  ri- 
o  ai  nuovi  assi  Mx',  My^,  M^^  è  afTatto  arbitraria,  non 
do*  la  trasformazione  delle  coordinate  alcona  inflncnza 
quantità  p^  pi ,  p^  ,  H^  Hi  ,  H,  ;  cosi  l'equazione  pro- 
nte si  dee  verificare  indipendentemente  dai  valori  di  X\ 
»  avrà  dunque  : 

djl       dH^^Q 
dor,  '    dCa  ' 

d^    dH       (IH     dH, 
dp.  *  d(7,      dcTa      d(72 


d 

dU 

d/J, 

'  dffa 

d 

dH. 

d^- 

da 
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Queste  due  formolc  divise  per  HHi  »  si  cangiano  nelte 

1       d^      tìU  _  d  jogH     d  logir,    _ 

li      '  dcTi    '  dC7..  dc7,  d(7a 

^       ^      ^IL        1_      ^       !l"       <^'og"      d  logH,  _  ^ 

H,  *  dar  *     dcr         ìl      da,  *  da,        d^a  djj  '"^ 

dalle  quali,  se  sostituiamo  aircsprcssionì  rj-  •  3—  •  -r— ,etc^3» 

H      da'!     dCi 

le  loro  equivalenti  desunte  dalle  identità  (1)^  otterremo: 

f       d   /d  logII\  d  logli/ d  logli       d  logli, \ 

j      dc7,\  d(7a    /"  dji    \  d^a  d^a     / 

J       d/dlogH,x        d  /d  logli \ 
^  ^      da^     da     /      daA  da.    / 

tdIogH     d  logH,       .dlogH,\^       /d  logH\'  Ij 
da^  da,         \     da     /         \  da.    /  J 

con  tutte  le  altre  che  nascon  da  esse  assoggettando    siraul* 
taneamente  alla  pcrmutazion  circolare  le  lettere  deMue  grup- 
pi  (a,  a,  ,  (7:,) ,  (H,  Hi ,  H,). 

E  queste  sono  le  formolo  che  contengono  ,  come  or  ve- 
dremo, le  due  leggi  del  Sig.  Lamé  relative  alla  curvatura 
delle  superficie  conjugate  in  sistema  ortogonale. 


Nel  caso  di  H  =  Hi  =  H,  9  la  prima  dell*  equazioni  (9) 
si  risolve  evidentemente  nelle  due  seguenti  : 

dlogR,_  d  logH  ^  Q        _Ì/1!2??\  =  0, 
a  da,  '      daA  da^    / 


da 

le  quali  dicono  rispettivamente  che  in  ciascuna  delle  tre  su- 
perficie conjugate  {0) ,  (j9,)  ,  (p^) ,  come  nella  (p,) ,    i    due 
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raggi  principali  di  curvatura  sodo  eguali  in  ogni  punto  ,  e 
clie  di  più  non  variano  di  grandezza  nel  passare  da  un  punto 
alFaltro  della  stessa  superficie.  E  siccome  ogni  raggio  prin- 
cipale è  incontrato  nel  centro  da  quello  che  gli  succede  al- 
rché  si  cammina  sopra  una  linea  di  curvatura,  cosi  quando 
esli  raggi  principali  sono  tutti  di  egual    lunghezza,  con- 
rreranno  necessariamente  tutti  in  un  medesimo   punto ,  e 
r  conseguenza  la  superficie  a  cui  appartengono  sarà  sferi- 
.    Bimane  cosi  dimostrato  il  seguente 
"VEailElHA.  Le  superficie  (p),  (/},),  {p^)  conjugate  in  sisiema 
£€>gonale,  e  sodisfacenti  all'equazione 


dx»  H-  dy*  -4-  dz'  =  H'(dp^  +  dp\  ^-  ip\)  , 

superficie  sferichcy  le  quali  essendo  y  per  supposizione,  da- 
wia  ad  un  solo  parametro,  possono  rappresentarsi  con  tre  equa- 
i  della  forma  : 

(-,^)"*v*.-=(4)', 
'--('-. 7,)"* '-=(4;)"  • 

^  questo  teorema  discendo  ,  quasi  corollario  immediato  e 
-Oza  bisogno  d'integrazione  alcuna,  la  proposizione  del  Sig. 
^onville  citata  di  sopra. 


V 


Cerchiamo  per  ultimo  di  tradurre  nel  linguaggio  del  Sig. 
^mé  le  formolo  (9). 

Voi  sappiamo:  l.""  che  da  ,  d^i  ,  da, ,  etementi  iniziali 
iogli  assi  curvilinei  a,  a^ ,  a^  f  sono  tre  archi  infinitesimi 
cbe,  a  partire  da  un  punto  arbitrario  (x,  y,  x),  si  hanno  da 
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da  percorrere  sulle  .  normali  Mx'  ,  ìly'  ,  Mz!  alle  superficie 
(p)i  {Pi)f  (P2]  P<^r  passare  alle  saperficie  della  9le8M  tpede 
infinilamente  viciue;  2.°  che  itfe  piani  rettangolari  (d^,éer,)f 
(d(7|  ,  d^a)  9  (d^2ì  da)  determinaDo  in  ciascuna  delle  tre»* 
perficie  due' sezioni  nornaali,  di  cai  i  raggi  oscnlatori  soao 
i  raggi  principali  della  superficie. 

Riguardando  gli  archi  da,  iCg  9  da,  >  come  gli  elementi 
iniziali  di  queste  sezioni,  siano  da  e  d«  gli  angoli  di  coe- 
tiogeuza  dclParco  da  considerato  successivamente  ne'due  piani 
(dffa ,  dor)  y  (dtji  y  da)  normali  alle  superficie  (p^g)  e  (pi)  :  dni 
e  dai  quelli  dell'  arco  dji  ,  ne*  piani  (da  9  d^i)  9  da, ,  da,) 
normali  alle  superficie  {p)  e  {pi)  ;  da,  e  doc^  qaelli  del^a^ 
co  dar,  ne*piani  (dai  ,  da 2)9  (da,  da^)  normali  alle  superficie 
(pi)  e  (P2)  ;  e  si  ponga 

da  =  cda  =  ydoc , 

dai  =  <^idai  =»  7idai  9 

da»  =  Cadtta  =  Vada,  . 

Le  tre  coppie  di  quantità  (e,  7) ,  (c^ ,  yO  ^  (e,  ,  y,)  rappre- 
sentano i  sei  raggi  di  curvatura  principali  delle  tre  super- 
ficie conjugate;  e  i  valori  inversi  di  questi  raggi,  Tale  a  dire 

(7  '  7)'  t  '  tT)'  Ct  '  tT)* 

sono  le  curvature  che,  considerate  due  a  due,  Tengono  dette 
dal  Sig.  Lamé  conjugate  in  assey  e  conjugaU  in  mperficU. 

Le  curvature  di  ciascuna  di  cotesto  tre  coppie  sono  coi^'ti- 
gaie  in  asse^  e  quest'asse  è  a  per  la  prima  eoppia,  ò  ai  per 

/  1        1 V 
la  seconda^  ed  é  ajpcr  la  terza  coppia  ;  essendoché  l —  ,  — 1 

rappresentano  le  curvature  dell'arco  da  considerato  dappri- 
ma sulla  superficie  aai  9  0  poscia  sulla   superficie   aa^  ;  si- 
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milmcBle  ( —  )  ^  )  rappresentano  le    car vaiare    delV  arca 

d9|  9    considerato  prima  sulla  soperficie  (Ti^^  •  e  poscia  sai  la 

superficie  OiC*,  ed  infine  ( —  ,  — i  quelle  dclParco  da,  con- 

siderato  prima  sofia  superficie  or^or,  e  poscia   salla   superfi- 
cie   <J^(3i  . 

Le  carrataro  eonjugale  in  iuperficie  sono:  solla  superficie 

1  1  \ 
^a,  ,  quelle  degli  archi  dor ,  dori  ,  cioè  |^  ,  — j;sulla  su- 
perficie 9|  9a  9  quelle  degli  archi  d^i  ,  da,»  cio6  ( —  ,  — j; 
e  sulla  superficie  9^^  y  quelle  degli  archi  d^a  9  da ,  cioè 
I —  ,  — 1  •  In  una  parola  le  curvature  conjugatc  iii  super- 
ficie, (pj,  {p)j  {pi)j  sono  rispettivamente  comprese  nelle  tre 
coppie 

Per  piano  di  curvtilura  s*  intenda  quello  del  suo  circolo 
osculatore;  per  variazione  di  una  qtianlitd  secondo  una  certa 
linea,  s'intenda  il  limite  del  rapporto  dell*  accrescimento  di 
questa  quantità  all'arco  percorso  sulla  linea. 

Poiché  le  curvature  conjugatc  in  superficie^  i^CFi),  (^lOz) , 
(ffa^),  nel  punto  M,  sono  rappresentate  tanto  da 

/d  logH      d  logHi  \      /dlogH,      d  logH^x       /d  logHa      d  logHv 
\  loT'  '      dtJa     /  *  \    d<y      '       d(7     /  '  \  d<r,       '  'dòT  / 

quanto  da 

w'^)'      t'-^)'      t'7)' 
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le  due  equazioni  (9)  equivarranno  alle 

d(7. 


f  •-+.-  -=-r--^  (--)"+ (-)"!■ 

da    e,        da,  •  7  L  e      y,      ^c,  /        \  y  /  J 

Ecco  ora  in  qaali  termini  il  Sig.  Lamé  traduce  queste  doe 
equazioni. 

I.  La  variazione  di  una  curvatura  secondo  Vasse  normàkd 
suo  piano,  è  uguale  al  prodotto  negativo  della  sua  eonjugata  m 
asscj  pel  suo  eccesso  sulla  sua  eonjugata  in  superficie. 

II.  //  prodotto  delle  due  curvature  di  una  stessa  super^dt , 
aumentato  della  somma  de'quadrati  delle  loro  conjugate  in  asse^ 
è  ugualej  ma  di  segno  contrario^  alla  somma  delle  variaziam 
di  queste  due  ultime  curvature  secondo  i  loro  assi  reciproci. 

Roma,  1  Settembre  1853. 
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INTORNO  AD  UN  TEOREMA  DI  MECCANICA 

ANALITICA. 

NOTA 
0EL  SI«.  PROV.  V.  BRIOSCHI 

Indicando  con  jr^  ,  fa  •  •  •  •  ?/2  9  n  yarìabili  iDdipcndcoti  , 
Ki  Tla  semisomma  delle  forze  vive  ,  eoo  U  la  fuoziooe 
Ile  forze,  e  cod  Pt  ,  P2  •  *  •  >Pn  ordinalamcatc    le  cspres* 

dT        dT  dT 

equazioni  del  movimento  assumono  come  é  noto  la  forma: 

<i>         dyr   ^  d(T  -  P)  df .  ^       d(T -  U) 

di  ópr         '  di  d^P 

>=^^IIe  quali  facciasi  r  =  1,  2,  3  . .  .  n. 

Se  a  =9 ,  6  =(p  SODO  due  iulcgraii  di  quelle  equazioni 
^ftle    derivale,  ha  luogo  come  é  noto  la  proprietà  che 

/da    db         da    db 


yr^  /Qa    QO  aa    ao  \ 

^  \dpr  dqr        dqr  àpj 


iieslo  importante  teorema  dovuto  a  Poisson,  veoue  indicato 
Q^  Jacobi  come  mezzo  di  ricerca  degli  integrali  nei  problé- 
i   di  dinamica  {*).  Il  Sig.  Bertrand  in  un  lavoro    comuni- 
recentemente  airAccademia  delle  Scienze  (^)  ha  enun- 

n  Journal  de  LiouYÌlle.  Mémoire  sur  rinldgralion  des  équations 
^iflTéreDtielles  de  la  Mécanique  par  M.  Bertrand.  Octobre  i862.  An* 
*^I<  di  B.  Tortolinì.  Sulla  variazione  delle  costami  arbitrarie  nei 
^^oblemi  della  dinamica.  Agosto  1853. 

(**)  Comples  Rendus  des  Séances  de  TAcadémie  dcs  Sciences.  N. 
®-     —  8  Nov.  18«2. 
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ciato  un  nuovo  teorema  analogo  a  quello  di  Poisson,  la  di- 
moslrazione  e  gcaeralizzaziono  del  quale    teorema   formano 
lo  scopo  di  questa  nota.  II  teorema  del   Sig.  Bertrand  é  il 
seguente  ;  Se  : 

Sono   quattro   integrali    di    un   problema    di  dinamica  ;  I 
espressione  : 

da    da    ioc    AoL 
dpr  dqr  Aps  dy. 


(2) 


sx. 


d^   d^  d^  d^ 
ip^  djT^  Aps  djT, 

d7    d7    dy    dy 

Apr  àqr  ^s   ^9s 

dJ^  d8^  tó    dJ^ 
d;v  àqr  dps  dy, 

nella  quale  pongasi  r=l,  2,  3...n,  «=l|2|3...fi, 
sarà  costante  per  tutta  la  durata  del  movimento,  per  cai  in- 
dicandola con  («1  j3|  7,  9)9  la  equazione  : 


(3) 


{«>  A  7>  J)  =  cost'. 


Sari  un  quinto  integrale  od  una  identità. 

Osserviamo  che  il  determinante  dell'espressione  (2)  egua- 
glia  la  somma  dei  prodotti  e  due  a  due  dei  determinanti 
binarj  che  si  ottengono  combinando  opportunamente  gli  ele- 
menti del  determinante  medesimo,  per  cui  si  ha  che  quella 
espressione  (2)  è  eguale  alla  seguente  : 


S.S. 
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da      da 

dy       dy 

da      da 

d/3       d/5 

(  dpr  '  dqr 
jd/3       àfi 

dps  '  dqs 

dpr  '  dp^ 

dps   '  djf. 

dò       di 

dy       dy 

d$       di 

dpr  '  dqr 

dps  '  dqs 

dpr  '  dy^      dps  •  djrj 

da       da 

dpr  '  dqr 

di       dò 
dpr  '  dqr 

d/3      d/3 
dps  '  dy, 

dy       dy 

dps  '  dqs 

- 

d/3      d/9 
dy      d7 

da      da 
dp,  '  iq, 

di       d$ 
df,  '  dq. 

d/3      d/3 

dPr  '  dqr 

d3      di 

dpr  '  dqr 

da      da 
dps  '  dqs 

dy      dy 
dps  '  dqs 

-f- 

dy       dy 
dpr  '  d?* 

d$       d» 

dpr    '    dpr 

da      da 
dp,  '  dps 

d/3      d/3 
d/>,  '  dqs 

e  quindi  si  avrà  : 

(4)    (a,  /3, 7,  d)=2[(a,  i3)(7,  d)  -h(a,  7)(J,  i3)+  (a,  a)(/3, 7)  1, 

ed  ia  conseguenza  del  teorema  di  Poissoa  no  risulterà  Te* 
quazione  (3). 

£  chiaro  pel  processo  di  dimostrazione  di  cui  si  ò  fatto 
uso  che  il  teorema  del  Sig.  Bertrand  può  essere  generaliz- 
zalo allorquando  si  considerino  sei,  otto  ....  integrali  di 
un  problema.  Difatti  le  espressioni  che  in  questi  casi  ter- 
ranno il  luogo  della  (a»  fif  y,  d)  saranno  decomponibili  in 
somme  di  prodotti  a  tre,  a  tre;  a  quattro  a  quattro  ec.  di 
espressioni  della  forma  di  quelle  di  Poisson  ,  e  quindi  go- 
dranno della  conosciuta  proprietà  di  queste.  Per  esempio  se 
^9  /3,  y,  ij  ììj  §  fossero  sci  costanti  di  un  problema  di  di- 
namica si  avrebbe  la  relazione  : 

(ce,  /S,  y,  8,  >?,  ?)  =  3[(a,  P)(y,  5,  rj,  §)  ^  («,  y)(/3,  8,  §,  rj) 

(«>  ?)(/3>  Vi  3,  >?)  ]  =  cost.« 
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Le  costanti  alle  qnall  si  sono    dimostrate   cgaali  le  es| 
sioni  analoghe  alle  (a^  /3y  7,  d)  hanno  valori  deteriiiinat 

lorquando  le  costanti  ccy  /3 sieno  i  valori  iniziali  i 

elementi  del  moto,  oppure  sieno  quelli  fornite    dal  me 
di  Hamilton.  Se  : 

sono  gli  integrali  delle  equazioni  (1),  si  avrebbero  facii 
te  le  : 

(«f  >   ^r  >   «^  >    /3,)  =  0  , 

ponendo  nella  equazione  (4)  i  valori  corrispondenti  delle 
zioni  di  Poisson. 

Pavia  4  Settembre  1853. 
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INTORNO  AD  ALCUNE  TRASFORMAZIONI 
D'  INTEGRALI  MULTIPLI 

MEMORIA  (*) 
DEL  SIG.  ANGELO  GEIVOCCHI 


La  trasforinazionc  dello  variabili  negl'integrali  multipli 
re  uno  de*inczzi  più  fecondi  sì  per  giungere  alla  dctcr- 
nazione  o  riduzione  di  questi  integrali,  e  sì  per  iscoprire 
I  più  integrali  semplici  tali  relazioni  che  contengono  im- 
rtanti  proprietà  di  funzioni  trascendenti.  Accennerò  le  ri- 
rche  di  Laplace  intorno  agli  integrali  Euleriani,  pubblicato 
{  le  Memorie  dell'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  pel 
82,  pag.  13-20,  e  sopratulto  le  recenti  speculazioni  di  pa- 
:chi  geometri  intorno  alla  sostituzione  delle  coordinate  el- 
liche  negl'integrali  multipli,  sostituzione  che  ristretta  dap- 
ima  a  due  o  tre  variabili,  allargata  poi  a  qualsivoglia  nu- 
^ro  di  variabili^  diede  teoremi  nuovi  e  notabili  intorno  ai 
(scendenti  Abeliani.  Usò  le  coordinato  ellittiche  il  signor 
(alan  applicandole  alla  trasformazione  di  due  distinti  in- 
orali multipli  in  una  eccellente  Memoria  che  venne  prc- 
ata  nel  1840  dali*  Accademia  reale  del  Belgio,  e  in  cui 
reo  di  stendere  agf  integrali  Abeliani  due  proprietà  sco- 
rte da  Legendre,  delle  funzioni  ellittiche,  cioò  la  rclazio- 
tra  le  funzioni  complete  di  prima  e  seconda  specie  a  mo- 
li completivi,  e  la  riduzione  delie  funzioni  complete  di 
za  specie  a  funzioni   complete  e  incomplete    di    prima  e 

(*)  Il  soggetto  dei  $$.  1  e  2  (li  questa  Memoria  fu  esposto  alla 
zietà  delle  conferenze  tecniche  di  Torino  nelP  adunanza  del  21  lu- 
0  1853.  Vedi  il  giornale  torinese  lìivisia  dille  Università  e  dei  Col' 
i,  N."  30  (28  luglio  1853). 

innali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  T.  ir,  ottobre  1853.  26 
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secondi!;  se  non  che  dedusse  bensì  da  tmo  de*suoi  integralk  1 
roullipii  la  citata  relaziono  (ra  le  funzioni  ellitlichc  di  prinn 
e  seconda  specie,  ma  dalTaltro  ottenne  solamente  una  rcla 
zione  tra  due  funzioni  complete  di  terza  specie  che  si  veri 
fica  per  mezzo  dei  due  teoremi  di  Lcgendre  ,  in  modo  eh 
la  proprietà  degrintegrali  Abcliani  corrispondente  alla  ridu 
zione  delle  funzioni  ellittiche  complete  di  terza  specie  è  sol 
tanto  presupposta  dalla  formula  del  Signor  CatalaQ,  il  qual 
anzi  la  reputava  difficìlo  ad  enunciarsi    esplicitamente.    Nel 
fine  della  sua  Memoria  l'egregio  autore  indicò  pure  come  si 
applichi  lo  stesso  metodo  ad  altre  funzioni   trascendenti  ,  o 
un'applicazione  dissimile  accennò  il  Signor  William  Roberb 
in  una  Nota  del  24  febbraio  1851,  stampata  nel  gioroale  di 
Liouvillc  tom.  16,  p.  143,  ove  si  valse  della  trasformazione 
d'un  integrale  multiplo  por  dimostrare  un  elegante  teorema 
di  Abcl. 

Alcune  ricerche  del  genere  fin  qui  esposto  sono  V  argo- 
mento di  questo  scritto.  Per  mezzo  di  trasformazioni  assai 
facili  riduco  dapprima  ad  espressioni  in  termini  finiti  o  ad 
integrali  semplici  parecchi  integrali  multipli  ,  di  cui  taluno 
forse  non  fu  ancora  avvertito  ;  poscia  trasformo  con  la  so- 
stituzione delle  coordinate  ellittiche  uno  di  siffatti  integrali, 
e  da  questo  solo,  assumendo  pei  limiti  un'equazione  di  forma 
più  generale  che  non  ò  la  usata  comunemente  ,  ricavo  una 
formula  che  comprende  come  casi  particolari  ambedue  i  teo* 
remi  di  Lcgendre  sopra  le  funzioni  ellittiche  complete  di 
prima  e  seconda  specie,  e  sopra  la  riduzione  delie  fnniioni 
ellittiche  complete  di  terza  specie ,  e  inoltre  anche  quella 
proprietà  delle  funzioni  incomplete  di  terza  specie  che  Jacobi 
chiama  della  permutazione  del  parametro  coW  argomenio.  Di- 
mostro da  ultimo  altre  proposizioni  d'una  generalità  maggio- 
re, delle  quali,  stante  la  equazione  dei  limiti  di  cui  fo  uso, 
non  sono  se  non  corollarj  speciali  il  teorema  diansi  ricor- 
dalo di'Abel,  e  le  ampliazioni  indicate  dai  Signori  Catalan 
e  Boberts. 
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§.  1. 

Riduzione  d'  alcuni  Integrali  uftuUIpll. 

l.""  Siano  primieramcoto  n  variabili  oti  9  a?2  9  •  •  •  x^j  col- 
legale dall'equazione 

tp  una  funzione  di  tali  variabili,  0  considerando  come  indi- 
pendenti le  prime  o^i ,  jr^  ,  ...  Xn~i  j  abbiasi  Tinlegrale  mul- 
tiplo 

fydxi  àx2  .  .  .  doT/j-, 

(che  indico  per  semplicità  di  scrittura  con  una  sola  /),  steso 
a  tutti  i  valori  delle  stesso  variabili  che  soddisferanno  air 
equazione  (1). 

Trasformiamo  quest'integrale  sostituendo  alle  variabili  x^ 
altre  n  variabili  y,  ,  y,  >  —  Vn-i  9  yn  collegate  dairequazione 

(2)  yi  •+-  ya  -+-••.-+-  y/i  =  1 , 
e  le  cui  relazioni  con  le  primitive  siano 

(3)  a,x,  =  py^  ,    a^Xj  =  ^y» ,  .  .  .     a,iXn  =  pyn, 

dove  «i  ,  a^  ,  .  .  .  a^i  indicano  quantità  costanti  ed  ò 

Potremo  qui  far  uso  dello  formule  e  regole  note ,  ma  sarà 
più  semplice  procedere  come  segue.  Cominciamo  dal  risguar- 
darc  p  come  una  nuova  variabile  che  si  debba  sostituire  alia 
variabile  primitiva  Xn^i  :  le  formule  (1)  e  (4)  daranno 

pai,  -4-  (a,  —  a,i)xi  -h  (a,  —  ar,)x^  -H ...  -H  (a„.i  —  a/,)a?„-,  , 

e  supponendo  che  fintegrazionc  si  eseguisca  prima  in  ordi- 
ne ad  oT/i.i  si  dovranno  considerare  come  costanti  x^  j  Xj  9  ••• 
x,i^2  9  onde  si  avrà 

d/>=  (tf/i-i  —  a„)dx,/.,  ; 
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sostituiti  poi  questi  valori  di  Xn-i  e  d^T/^.i  ,  le  variabili  io 
dipeudeuti  nell'integrale  proposto  saranno  x^  ,  x^  ^ ...  x„,^  j  i 
e  se  ora  si  vogliono  surrogare  yi ,  ya  >  •  •  •  y/z-a  ordinatamei 
le  ad  Xi  j  x^  , ...  Xn-^  9  dovrà  considerarsi  come  costante  / 
sicché  le  prime  n  —  2  delle  formule  (3)  daranno 

a^dx,  =  pdy^  ,     a^Ax^  =pdy2  , . . .  «/i-a  d^/1-2  =  pdy/i-a  1 
e  se  ne  dedurrà 

Oida  . .  .  a/].2(a/2.i  —  an)àXiAx^  . .  •  Axn-^  àxn-i 

=  f^'""  dy»  dy,  . . .  dy„-a  d/^  • 

Finalmente  neirintegrale  cosi  trasformato  si  sostituisca  I 
variabile  y/,.i  alla  variabile  P  :  per  mezzo  delle  equazioi 
(1)  e  (3)  si  trova 

ondo 

p        a,       da  a„ 

e  per  mezzo  della  (2)  questa  diviene 

P 


1       /l         1\     _/l         1\ 

(in        \ai  ani  ^«2  <^nl 


\an~i  dnf 


dovendosi  adunque  considerare  yi  ,  ya  ,  ...  y^-a  come  ce 
stantii  ne  risulterà 

p         Va/2-1         <*«' 
ossia 

a/3  = f  dyn.i  s 
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e  perciò,  mcUeDdo  questo  valore  di  dp  ncireqaazion  prece- 
dente, e  moltiplicando  ambedue  i  membri  per  — — — - —  , 

an-i  —  a^ 

(6)  Gia^  ...  a^^^i  a/2.dxi  dx^  ...  dx,i-,  =  p'^.dy,  dy^  ...  dy„-i, 

formula  che  servirà  alla  trasformazione  cercata. 

In  secondo  luogo  poniamo  che  la  relazione  tra    le  varia- 
bili primitive  Xx  ,  0:2  9  •  •  •  ^/i  si^ 

(7)  J?%  -+-  a:%  -H ..  .  .  -f-  X^n  =  1, 

e  che  la  relazione  tra  le  nuove  variabili  yi  ,  ya  9  •  •  *  y^i  sia 
similmente 

(8)  y%  -H  y%  4- .  . .  -H  y%  =  1 , 

ritenendo  del  resto  le  equazioni  (3)  per  collegare  le  y,  alle 
Xi  :  è  chiaro  che  alle  formule  (4)  e  (5)  subentreranno  le  se- 
guenti 

(9)         p""  =  a%  x%  -H  a%  x%  -f- .  .  .  H-  0%  x%  , 

(10)         l  =  ^v<^-f-...-+-^l". 

e  che  per  ottenere  la  formula  di  trasformazione  ,  basterà 
neirequazionc  (6)  cambiare  p  in  p^ ,  e  generalmente  a^  in 
a^i  ,  Xi  in  x^i ,  x/i  in  y*,  .  Ciò  fallo  e  avendo  riguardo  al- 
le (3)  sì  trova 

(11)     Qittj, ...  a/j-,  .  a^n  •  djCidXj  ...  dx„.i=j9'*"***.dyidy2...dy,i-i. 

2.''  Da  questa  formula  possiamo  immediatamente  dedurre 
il  valore  dell'integrale  multiplo 


/- 


p"-»-» 


steso  a  tutti  i  valori  positivi  (non  escluso  il  valor  zero)  di 
0?,  ,  0*2  9  .  .  ^/i  che  soddisfanno  airequazìone  (7),  intendendo 
che  p_  sia  determinato  dairequazione  (9).    Posto    infatti  che 


(  406  ) 
aocbe  le  costanti  a.  ,  a,  9  •  •  •  •  O/i  siano  positifc,  le  dqot»  ^ 
Tariabili  yi  9  ^2  9  •  •  •  y/i  dovranno  prendere    tatti  i  valorra 
positiii  o  nulli  cbe  soddisfanno  aireqnazionc  (8)  ,e  dalla  (ILA 
si  arra 

Jdjp,  dx2  .  .  .  djc„-,       1  1  A         j  -. 

— p^ — =v„  1^^7:7:^..  r^^  '  ^^^  -^y 

ora  Tequazionc  (8)  darà  pei  limiti  dell*  integrale  multi 
/dy  I  dy^ .  -  .  .  dyi,-,  la  condizione  y%  -4-  y\  -f- .  . .  -+-  y^ 
<C  oppure  =  1 9  ed  é  noto  che  sotto  questa  condizione  sì  ^ 

dy,  dy3  .  .  .  dy„-,  =  -— p     : 

dunque 

'dT,dx2  ...  dx/|.|       1  i  (tV^^Y"^ 


03,     P 


i1-^i 


a*«  a,  Oa  ..  .  a/|.,      pin«4-i\ 
Facciamo  per  compendio 

supponendo  stesi  anche  questi  integrali  a  tutti  i  yalori  posi- 
tivi di  o^i  ,  jt^  ,..  .  x„  che  verificano  Inequazione  (7),  e  chia- 
mando i  una  quantità  indipendente  dalle  variabili  Xi  .      La 

formula  (13)  darà  il  valore  di  P^^^n  9  ^  d*  altra     parte  è 

chiaro,  che  in  generale  dal  valore  di  P>  si  deduce  quello  di 
Qx  col  solo  cambiare  a'i  9  a^a  9  •  •  •  a%  in 

l-*-«\^\     l-4-a\l%  .  .  .  l-4-a%l*, 

poiché,  a  motivo  delle  equazioni  (7)  e  (9),  con  un  tal  cam- 
biamento si  passa  da  p^  ad  1  -H  l^p^* 

Ora  se  in  luogo  d*ogni  costante  a'/  mettiamo  a^^  -(-  v  ,  e 
dopo  aver  moltiplicati  per  di?  i  due  membri  dell'  equazione 


(  ^07  ) 
(13),  integriamo  da  d  =  0  a  t;  =  oo ,  p"-*-«    si    cambicrà  in 

(/>'  H-  u)  ^     ,  e  avendosi 

i-*       àv  2         1 


il  primo  membro  si  ridurrà  a 

2 


„._1        l[n-l} 

dal  che  concbiudcrcmo 

dr 


(14)  p     =  (ii^lO^Lf  _i 


La  formula  di  trasformazione  (11)  somministra  pure 

P  ayidy,  ...  dyn-i  =  0,03  ...  o«-x.o  /*.| 7,7 ^ 

ove  nel  primo  membro  si  deve  a  p  sostituire  il  valore  dato 
dalla  formula  (10),  e  nel  secondo  invece  quello  che  é  dato 
dalla  (9).  Si  avrà  dunque,  per  la  (14), 

dy.dya  .  .  .  dy,,., 


J/« 


2  2 


dv 


1 
ossia,  cambiando  generalmente  -j-    in  a"*/ ,  j//  in  x,  . 

■15)  p  _  <^i^">""  r"  ^ t 


[    tuo   ; 

Sono  cosi  ridoUi  ad  ÌDtegrali  sempiici    gì*  integrali    maltii 
P|(/i-i)   e  Pi    da  cui  si  potranno  dedurre    Qi(u-.i)  e  Qi  '•  ce  ^ 

J*OD 
Qx  d^ 

Posto -TT  =  u  ,  abbiamo 

1  -H  /  p~ 


semprccbc  X  sia  maggiore  di  | ,  e  quindi 

essendo 

'dX|  drj  .  .  •  d-T/}., 


<■«'  /;«'-'=  T^^^^^■'•.. 


/^ 


=  P.  . 


? 
Adunque  tutto  dipende  dal    valore    di  P?  t  pQr  determinarla^ 

prenderemo  il  valore  di  P:/,,^,j  dato  dalla  formula    (13) ,  » 
dedotto  da  esso  quello   di  Q/;»^,)  >  lo  sostituiremo  nella  (16)V. 
facendovi  X  =  |  (n  -*-  1)  ;  per  essere  r(|)  =  |/"7r,  oUcrremo 

a7)  p  =  iii£!!)!:i  r  — i ^^ 


r 


(i) 


Per  mezzo  di  cui  la  (16)    ci  darà   I      Q/  At  ogni  qualvolta 

1 

X  sia  superiore  ad  —  . 

Dai  valori  Pi  e  Pi    é  facile  passare   a  quelli   di  P^+i  e 
P^i+ì  '    P^'^  ^u^^i  i  valori  interi  e  positivi  di  /x ,  giacché  se 
pongasi 
a\  =  i^  4-  *,     e     a^  =  *^  3?%  -+«  i%  x%.  ..-+-&*„  x*   , 


(  409  ) 
si  ha 

/?'  =  7'  -4-  A  , 

e  quindi  basta  diflcrenziarc  una  o  più  volte  rispetto  a  k  per 
passare    da  P,  e  P.    a  P^+i  e  P^^..  Detcrrainati  questi,  si 

avranno  poi  immediatamente  Q^^^  e  0^^.. 

3.^  II  metodo  precedente  può  adoperarsi  anche  in  ordine 
ad  altri  integrali,  e  specialmente  a  quelli  di  cui  s'  ò  occu- 
pato il  Sig.  W.  Roberts  nel  tomo  XI  del  giornale  di  Liou- 
ville,  pag.  201;  e  con  esso  si  dimostreranno  in  una  maniera 
più  spedila^  e  tanto  pel  caso  di  n  impari  quanto  pel  caso  di 
n  pari,  alcune  formule  notabili  ivi  da  quel  distinto  geome- 
tra ottenute  pei  soli  valori  pari  di  n:  così,  anche  per  le 
funzioni  dinotate  con  Y  dal  Signor  Roberts,  si  troverà  un^ 
equazione  analoga  alla  (16),  la  quale  servirà  a  ridurre  Tin- 

tegrale  1      Y^dm  non  solo  per  n  pari  e  per  valori  interi  di 

/>,  come  nella  citata  sua  Nota,  ma  eziandio  per  n  impari  e 
per  valori  di  p  rotti  o  irrazionali.  Del  resto,  giungeremo  più 
oltre  a  risultamenti  assai  più  generali  :  intanto  mostrerò  co- 
me quel  metodo  guidi  alla  riduzione  d'un  integrale  multiplo 
trattato  dal  Signor  Gatalan  nel  giornale  or  mantovato^  tom. 
IV,  p.  333. 

Nella  formula  (17)  si  faccia 

fli  =  «2  =  •  •  •  =  ««-i  =  0 ,     a„  =  1  : 
si  avrà 

I     Ox  I    00^2    •    •  •    UuT/i»! 


=  a:„,     P,  =J 


e  Tintcgrale  contenuto  nel  secondo  membro  diverrà 

dt  n 


/. 


1-H<'         2 
onde  risulterà  l'equazione  nota 


(410) 
(18)       /- 


dT,  dj?a . .  .  dx„.,  _        (II/"?:)" 


(t) 


Di  più,  la  formula  (11)  e  Tcquazione  a,iXn  =  pi/„    somii] 
Distrano 

Axj  dx2^'àx„^i  1         r^yi^y^  •  •  •  dy/»-i 


e  l'integrale  multiplo  contenuto  nel  secondo  membro  di  qn 
sta  equazione  è  determinato  dal!  antecedente  equazione  (1{ 
cosicché  se  ne  deduce  il  teorema  di  Jacobi 


(19)       /- 


djF,  Axy, . .  .  ixn^i  1  2(ì\/'ny 


ni) 


In  questa  formala  si  sostituisca  generalmente  1  +  a^,  i 

ad  a^i  ,  il  che  muterà  p*  in  1-4-  t^  p*,  e  ponendo  per  con 

pendio 

R  =  (1  -H  a\  $^)(l  -^  a\  r-)  . . .  (1  -f.  a^  l')  , 

si  trarrà  dalle  formule  (18)  e  (19) 

n. 1         \dx,dx:,...dx„^i  _2(f|/'7r)''/     1 

J  \  nf  Xn  ~    p  tn\ \  ì/l 

(1+f-p-)"-  ^  M  2  / 

Finalmente  si  moltiplichino  i  membri  di    questa    equazion 
perrp-  e  s'integrino  fra  i  limili  f  =  0^     ^=00:  Tintcgra 

zione  per  parti  darà  primieramente 

^„p  J 


(i-t-  lY) 


n 

— +1 


(  ^^i  ) 


/(♦  -  ì^)f=-|(«  -  Fh) 


«%,      \  àt 


i2 


e  poscia  se  ne  concbiudcrà 


%'    C 


n-4-1 

=   wp .  —    

(1-t-  /y) 


»             df                          1       ^  '    \    2    / 
=  „p . 

n  ^ 


...^-  -     r(l-m) 


i  \àt 


S:  ('  -  rsF 


J.     U  -t-  a»,  <»  "*"  1-1-  a\_  t'  "*"■■  "^  1-4-  0%  iVl/B  ' 
in<»ll...e8i  ha 


tuendo  si  olterrà  dunque 


r  I  ~  dX|  da?a  .   .  .  dxrì^i 

.  ^^ixiesta  formula,  elio  nel  caso  di  n  pari  s*accorda    con  la 
.   ^^)     del  Sig.  Roberls  (loro.  cìt.  p.  208),  esprime  Taccennato 
^Srale  mulliplo,  come  si  vedrà  facondo 


(  ^12) 

a,;  =  1  ,     a^  =  1  —  «', , 
poiché  si  avrà 

Xfi  =  y  (1  X   i  —  X  2.  —  •  •   •  """  ^  /i-i)  > 

p  =  l/'il  —  a%  a:%  —  a%  a^2  —  .  . .  —  aVi  aj^/^-i)  ; 

ma  Don  Io  esprime  nella  forma  che  trovò  il  Signor  Catalan. 
Per  ottenerlo  sotto  questa  forma,  si  ponga 

B'  =  (l  -4-  a\  e)(\  ^  a\  1^)  .  . .  (l  H-  aV.  f)  , 
onde 

R  =  (1  ^  a\  OB', 
e  si  osservi  che 


h 


costante: 


se  ne  dedurrà  col  mezzo  dell'iDlcgrazionc  per  parti 

r(,  _  :^\^^^ri^ d<        1  \ 

=_1    1^(1  ■+■  a\  n 

e  quindi 

/:  («  -  i^)r 

J.     Vl-4-  a%  <^"^  1-1-  a%  <»"*"•  •"^l-t-a%..«V 


l/^R' 


a  d,.  dx. . . .  dx,., 


V    2   j 


(413) 
Tacendo  poi 

1 

a,i  =  1 ,       a^  =  1  —  a^  ,       i"  =  t 


si  troverà  la  formula  del  Sig.  Calalan 


/i-.i 


L*ÌDlegralc  multiplo  qui  considerato  riduccsi  dcI  caso  di 
n  =  3  a  quello  che  si  ottiene  cercando  la  misura  della  su- 
perficie totale  d*UD  ellissoide  ad  assi  ineguali ,  ed  in  parti- 
colare la  formula  (20)  offre  l'espressione  di  qu«sl'  area  quale 
la  diede  il  Signor  Gayley  nel  tomo  XIII  del  giornale  di 
Liouville^  p.  267,  formula  (17),  sicchò  trovansi  così  ravvici- 
nate lespressione  del  Sig.  Gatalan  e  quella  del  Sig.  Gayley. 

4.°  Quantunque  si  conoscano  altre  dimostrazioni  delle  for- 
male (12)  e  (18),  voglio  nondimeno  per  la  sua  semplicità  ri- 
ferirne una,  che  si  applica  ad  una  formula  più  generale,  e 
che  può  considerarsi  come  affatto  elementare,  poiché  consi- 
ste neirefTettuare  Tintegrazione  rispetto  ad  ognuna  delle  va- 
riabili. 

Sia  proposto  Fintegralc  multiplo 

/m    -I        m  -I  ni   -I  ni        -l 

*^n  *  ^i  UJ'i  •     J^2  "      UJ?2    .    .   •  »>P-_i  UJ///— I    ^— ^  Y 

steso  a  tutti  i  valori  positivi  (  o  nulli)  di  x^,  x.  ,  . .  .  .Xn 
che  verificano  Tequazione  (1),  intendendo  che  gli  esponenti 
mi  ,  m^  >  .  .  •  m/1  siano  tutti  maggiori  di  zero.  Gomincian- 


(414) 

do  riiitegrazionc  dalla  variabile  x,  ,  faremo  per  brevità 

1  —  X^  —  X3  —  .  •  .  ~  Xfi'-'X  ^^  fi  > 

il  che  dà 

Xfl     m—m  Pi       —      Xl      J 

e  dovremo  integrare  da  j?i  =  0  ad  Xi=zpi  ^  resprcssionc 

w    -I         m  -1 

(Pt  —  -^i)  ^'   •  J^i  *    àxi  : 

posto  Xl  =piV  j  avremo 
p 

O  *  I  «/  O 

_  '";i-*-'"r*  rK)  r(m,) 

0  quindi 

_  r(m.)  r(m,)  r  -,--.-    -.-' ,  "--"'h. 

r(m„  -*-mi)J  ^i  »  '»-■ 

Integreremo  poi  rispetto  ad  Xz  9  facendo 

1  —  J?3  —  . .  .  —  Xfi-i  ^^Pi  j 

e  però 

e  stendendo  l'integrazione    da    x^^^O  ad  X2  =-P2  }    finché 
per  essere 

f '(p.-ar/"*'"'-'.  x.-^-  dx.=;,:«-^.-'-'.  r(m.H-m.)r(m,)  ^ 
troveremo 

_rK)r(m,)r(mj  r  "„+'",+»,-'    "3-  .  -i..x-\ 

Proscgairemo  facendo 

1  —  «4  —  ...  —  Xii'i  =^3  > 


i 


(415) 

onde  P2  =/'3  —  ^3  »  e  ÌDlegrando  rispedo  ad  x^  fra  i  limiti 
jr3  =  0,  ar3=/>3;  poscia  integreremo  similmente  rispeUo  ad 
^4  9  ^5  9  •  •  -  »  ®d  è  chiaro  che,  così  operando^  giungeremo 
infine  ad  un  integrale  semplice  della  forma 


/ 


dove  sarà 

Pn'2  =1  —  ^fi-i  9  /Jt  =  m/i  -4-  m,  -H  Illa  4-  . .  .  -f-  m,i.2  9 
e  che  dovremo  stendere  fra  i  limiti 

onde  il  suo  valore  sarà 

r(ix)rK,o 

r((x-Hm„-i) 
avretn  dunque 

V  =  rK)r(m,)r(m,)...r(m„„) 

ossia^  rimettendo  il  valore  di  V  e  di  jx  , 


/ 


ira    -I        m  -I  m   — 1  m        .i 

ar»"   .x/    dar, ,  a;,»    dx,  ,  .  .  x„,"-'    dx,,., 


^      '  '  r(m,)  r(m,) .  . .  r(mj 


r(mi  -+-  ma  -+- .  .  .  -f-  tn^) 

equazione  che  si  ridTuce  ad  un  teorema  ben  noto    del    Sig. 
Dirichlet  nel  caso  particolare  di  m^=  1. 
Questa  formula  porgerà  la  (12)  se  si  prende 

m,  =  ma  =  . .  .  =  m„-i  =  ^  '     '^w  =  ^' 

e  se  si  cambia  xt  in  y^/  ,  e  porgerà  la  (18),  se  si  prendo 

1 

mi  =5;ma  =  . .  .  =  m„-i  =  m„  =  —  , 

e  si  cambia  Xi  in  x^  . 


{  416  ) 

Trattiamo  con  lo  stesso  procedimento  Tintcgralc 

/m   -I  m    -I  m        -i 

in  cui  sono  n  variabili  indipendenti  x^  ^  x^  ,  ...  x^^;  9 
ìndica  una  funzione  qualsivoglia  di  j?^ ,  e  m,^  m^  ,  ...  t. 
dinotano  quantità  tutte  maggiori  di  zero,  e  che  debba  ei 
steso  a  tutti  i  valori  positivi  o  nulli  di  tali  variabili  pei  q 
si  avrà 

«I  H-  iCa  -^-  •  . .  -i-  »r„  <  l  ,     oppure     =  1. 


Lasciando  per  ultima  Tintegrazione  relativa  alla  variabile 
ridurremo  V  alla  forma 

rK)rK)...r(m^,)f  „, 

r(l  -i-  m)  J   ^n~iT\    nf       n  9 

dove  sarà 

Prri  =  *  —  "^/i  »     »w  =  m,  -4-  m^  -*-,..  -H  m^, , 

e  resterà  da  integrare  rispetto  ad  x^  tra  i  limiti  x,^  = 
j?„  =  1.  Poniamo 

I    (p{x)Ax  =  c//(ar)  : 

avremo,  integrando  per  parti, 

j\\  -  x„)^  9(^„)dar,  =  m£'(l  -  a^J-'  c/,(j?Jdx^  , 
ossia 

fatto 

\-x„=t,    (/;(!- 0=F(0, 

e  quindi,  per  essere 

r(l  +  m)  =  mT{m)  , 


(  417  ) 
ne  Irarremo 

Ora  se  volessimo  alfiDcontro  comiDcìare  l'iDlegrazione  dalla 
variabile  x^ ,  dovremmo  ÌDlegrar  Tespressiono  9(j:,,)djr^  tra  i 
limiti 

il  che  ci  darebbe 

J9(a?„)dx„=  (//(l  -ar,  —  x^  — j;^.,) 

=  l?(X|    *H  Xa  -|-  •••  -T"X,j«|)  I 

e  perciò 

J»  ITI  -I  m   .1  f/i        •! 

F(je:i  -H  Xa  -1- J?a-i)-  ^i  *    dxj.x,*    djETa...  X  ""*    dx„, , 
il-I 

e  resterebbe  da  determinar  questo  integrale  multiplo  a  ti— 1 
variabili  positive  (o  nulle)  e  soggette  a  veriGcar  la  condizione 

X,  -h  Xa  H-  . .  .  -H  x,i-,  <  1  ,     oppure  =  1  , 

Paragonando  ì  due  valori  di  V,  conchiuderemo  dunque 

F(x,  -4-Xa  -f-...  +X;,.,).Xj  *    dx,  .  X3*    dxa  ...x^jj"'    dr^-j 

'"'"  '       ^rwrK)       r(»„.,)r.^., 

1  (m)  •/  „ 

Si  ha  per  le  convenzioni  fatte 

ma  la  formula  23  vale  anche  per  una  funzione  F(x)  che  non 
si  annulli  quando  x  =  1.  Ciò  si  proverà  sostituendo 

F(x)  -  F(l)     a     F(x)  , 
Annali  di  Scienze  Mal.  e  l'is.  I\  IV.  Novembre  1853  27 


(  419  ) 

sommando  poi  con  questa  formula  la  (22)  moltiplicali  per 
F(1)|  dopo  avervi  fatto  m^s^sl  ,  e  avvertendo  che 

• 

r(m)J„  *~    »nr(m) ""  r(f» -♦- 1) 

Otteniamo  cosi  m  un  modo  assai  semplice  un  teorema  no- 
tabilissimo del  signor  Liouville,  che  comprende  il  già  ricor- 
dato dal  signor  Dirichlet,  e  anche  la  precedente  foritiula  (22). 

§.  2. 
Teoremi  Intorno  «'(!' Intecridl  AI»eIlMil. 

5.^  Le  trasforuMizioni  sin  qui  adoperate  ci  hanno  condotti 
a  determinare  l'integrale  multiplo  proposto,  o  sotto  forma 
finita,' oj>er  mozzo  d'un  integrale  semplice.  La.- trasformi- 
zione  ohe  ora  oseremo,  e  che  è  un*^ampliazione  per  quilsi- 
▼ogiia  numero  di  variabili  della  sostituzione  delie  coordinfEUi 
Mitiche  introdotte  pel  caso  di  tre  variabiji  dal  $ig.  Liaié, 
ridurrà  Tintcgrale  proposto  ad  una  somma  di  prodotti  d*iole- 
gralì  semplici;  è  il  paragone  dc'rìsultàmcnti  ottenuti  nell'ooo 
e  nelL*  altro  modo  somniinistrerà  teoremi  cbc  scnabuano  ii 
molta  importanza. 

Seguirò.,  la  via  tracciata  dal  Signor.  Gatalau  nella  sua  Me- 
moria già  citata,  e  mi  varrò  delle  formule  da  lui  stabilite 
(V.  Mém.  couronnés  par  VAcad.  H.  de  :BeìgigMeytam.  XIV,  2.* 
panie).  Il  Sig.  Catalan  considera  grif^tegralì  (12)  e  (21)  dianzi 
determinati:  io  prenderò  a  trasformare  Fintegrale 


=/^ 


QJ/|   OJ?^  •  •  •  u^/|«| 

, 


X 


che  nel  caso  di  n=:  3  è  il  medesimo  di  cui  si  occupò  pri- 
mo il  Signor  Lamé,  ma  in  luogo  di  stenderlo,  coni* egli  fa, 
a  tutti  i  valori  reali  delle  variabili  x,  ,  x.  ,  .  .  •  .  x,,  ,  nella 


(  419  ) 
qaale  ipotesi  il  ano  valore  é  dato  dalla  formala  (IS)»  (freà- 
pcrò  pei  limili  un'equazione  più  generale ,  e    desumerò    It 
sua  espressione  dalla  formula  (17). 

Sia  pertanto  x„  una  funzione  di  n  —  1  variabili  Xi  ^  x^  , 
.  •  .  Xn^i  determinata  dall'equazione 

a   —  a,         a  —  a^  a   — a  „.,        a  — a  » 

dove  a,  ai  ,  a^  9 a,,  indicano  costanti  dato,  e  debbasi 

stendere  Tintegralc  multiplo  V  a  tutti  i  valori  nulli  o  posi- 
tivi di  j?i  ,  OT;,,  .  . .  Xn^i  che  soddisfacciano  alla  condizione 

2  2  2 

(2a)     -~i^— ^  +  ...H-  TT-^  <  1 ,  ovvero  =1 , 
diootaado  ron  A,  ^  A^ ,  .  . .  A/j-i  altre  costanti.  Si  suppone 

c  A*/  non  maggiore  di  a*  —  a"*/  per  tutti  i  valori  t  =  1,  2^ 
.  .  .  n  —  1  ,  onde  il  primo  membro  dell'equa zione  (24)  avrà 
tutti  i  suoi  termini  positivi,  e  x^  sarà  sempre  reale  finchò 
s'adempio  la  condizione  (25),  vale  a  dire  per  tutta  l'esten- 
sioDC  delfintegralc;  supporremo  di  più,  cbe  dei  duo  valori 
di  x^  si  usi  sempre  il  positivo.  Per  ottenere  l'espressione  di 
V ,  faremo  generalmente 

r-  =  y/  j  1  —  -1. — -r  =  a  /  » 

hi  a  -^^  at 

introdurremo  una  funzione  y„  determinala  dall'equazione 

yi"*  +  y%  -^  .  •  •  "*-  y%-«  -h  y^  =  1 . 

e  porremo 

p'  =  «%  y%  -+-  cc\  y^z  -+- ...  -♦"  «Viy%.i  -4-  «%  y'„  , 

intendendo  cbe  sia  a,^  =  1  :  ò  chiaro  che  la- condizione  (25) 


(  420) 
si  risolverà  in  quella  di  y^^  positivo  o   nullo,  e  che  Tcqua- 
zione  (24)  unita  alle  ultime  due  darà 


^\       _  .. 


si  avrà  inoltre 


n 


Axi  dxa  •  •  •  àxn~i  =  Ai  Aa  . . .  A,/.,  .  djj  dy^  •  •  •  dy/i-,  , 
e  quindi,  se  per  brevità  poniamo 


h  — 


\^(^'-a\)    ' 


Ayx  dy, .  .  .  dy«-. 


V  uguaglierà  T  integrale  multiplo   f^'  <^y«  '  -  '  ^y^-i     gj^ 

so  a  tutti  ì  valori  positivi  di  y,  ,  y^,  .  .  .  y^,  (supposte  po- 
sitive le  costanti  Ai ,  A2  9  •  •  •  A^i)  9  e  moltiplicando  per  h , 
onde  si  avrà  il  suo  valore  sostituendo  generalmente  a%  ad 
a^  0  1  ad  à^^  in  quello  di  A.Pi   che  si  trarrà  dalla  formula 

(17).  Avremo  dunque 

r(-l\  Jo   *-^*'  K{Ci-K«\0(i-H«%<*)..(iH-«V.O] 

e  ponendo 


1 


I      ...    .  2  9       /C  ,•  —     «  a     9       ^  —  A  .  »i  «j  •••   APy}.|   , 

ne  dedurremo 


n   . 


(421  ) 
nel   medesimo  tempo  sarà 


^2        r.^ 


*"=     ,     ^  .     (a^  -  a\)(a*  -  a\)  ...  (a^  -  a^./). 
a   —a  „ 

Yogliansi  ora  surrogare  alle  x^  altre  variabili  u, ,  che  siano 
determinate  per  mezzo  dcircquazione 

2  2  2 


se  si  considera  u^/  come  riocognita^  qaesta  equazione  avrà 
n  radici,  che  indicheremo  con  u^x  ,  u',  ,  . .  .  u^^  >  ed  é  nato 
che  tali  radici  saranno  tutte  reali  e  positive,  che  una  di  esse 
supererà  a\,  ,  e  che  ic  altre  si  troveranno  compreso  negl* 
intervalli 

«j  e  a*a ,  a%  e  a*3  ,  .  .  .  a^n-i  e  a\,  ; 

di  più,  il  confronto  delle  (24)  e  (27)  mostra  che  una  dello 
stesse  radici  sarà  a"^,  onde  supposto 


avremo 


w\  <  w%  <  .  . .  <  u*„  , 


e  potremo  prendere  come  nuove  variabili  le  n — 1  quantità 
positive  Ui ,  tta  ^ .  .  .  Un^i  .  Giascuua  x^  delle  antiche  varia- 
bili si  esprime  in  modo  semplice  per  mezzo  delle  nuove  , 
poiché,  giusta  le  formule  note  si  ha 

(28)    x%-t-  <?''Zl-"'il<"'l--Z-"'")^(«''^.«^)=,0, 
(-°^        '  ■*•  (o%  _  a\){a%  ~  «%) .  .  .  (a\  -  «'„)   ^  "' 

intendendo  che  il  numeratore  della  frazione  qui  scritta  con- 


(  422  ) 
tenga  n  fattori  della  forma  a',  — ti'/ ,  e  che  il  denomiaatore 
contenga  n  —  1  fattori  a*/  —  a*/ ,  ommesso  il  fattor  nullo 
a^,  —  a^i .  Preso  %  z=zn^  u„=ia  ^  si  tragga  dalla  (28)  il  va- 
lore di  0?^  ,  e  si  sostituisca  ncirintegralc  V  :  si  otterrà 


C  dX|  àx^  . .  .  dx/}.i 

^J  V  {.{a\-u\)(a\~u\) .  ..  (a»„- «%..)!    ' 
ponendo 

s'introducano  in  questa  espressione  le  variabili  Xy,  s^^  ...  x^^i 
in  luogo  delle  X|  ,  x^j  •  .  .  Xn-i  «  il  che  porgerà 

y ,  r dz,  dza  «  -  >  dz^i 

~  -^1/  [(«\  -  u\)(a\  -  u^J  .  .  .  (a',  -u%..)3  * 

Ma  una  tal  sostituzione^  fatta  nella  (28)^  la  cambia  in 

/0G\     .«     .   (g",  —  u\)(a\'  —  ii\) .  . .  (a^  —  ii%,,) 

(a  /  —  a  ,)(a  ,  —  a  a)  .  . .  (a  ^  —  a  n^g) 

che  si  vede  essere  la  medesima  equazione  (28)  applicata  ad 
n —  1  incognite  x^  x^j  *  •  *  Xn^i  in  luogo  delle  n  prioiitive 
a?i  9  ^2  ^  . .  .  ^„  .  Le  incognite  xt  saran  dunque  collegale  io 
n — 1  equazioni  simili  alle  n  che  legano  le  ot/  ,  e  che  si  bau* 
no  dalla  (27)  attribuendo  airindice  i  successivameale  i  Ta-^ 

lori  1,  2| .  .  .  n-:  si  avrà»  cioè  y 

» 

il I li u.^H L22 _i 

W/— «I     .**/  —  «a  tt/— a«-i 

supposto  che  air  indice  t  si  attribuiscano  successi vamen Ce  i 
yalort  1,  2, . . .  n  —  1 ,  e  questa  stessa  equazione  legherà  le 


(  423) 
variabili  Xi  »  ^a  t  •••  ^n-i  alle  nuove  u, ,  ti^  ,  ...  ti;,-!*  Siamo 
pertanlo  io  ao  caso  trattato  dal  Signor  Gatalan»  e,  merco  le 
formule  da  luì  dimostrale,  avremo^  per  ii;a8formare  V  inte- 
grale multiplo  V^  le  equazioni 

(30)^     X  (a\.^,  —  u\)(a',^a  —  u^.) . .  .  (a%.,  -  u^)  , 

dif,  d^a  ...dz;,.!  =  — -— — _.n(tt\— tt\), 

1/ AiAa  ...  A,|., 

dove  Il(u^i  —  ^^i')  iodica  il  prodotto  di  tutte  le  differenze 
che  si  ottengono  dal  binomio  u'/  —  u*/'  assegnando  ad  l  tutti 
i  valori  2,  3, . .  .  ti — 1  ,  e  ad  2'  tutti  i  valori  interi  positivi 
inferiori  ad  / ,  talchò  sarà  sempre  u'/  >  u^i*  ,  e  quindi 
Tl(u^i  —  <*V)  positivo.  Da  ciò,  facendo  (a'„  —  tt'/)A^  =  R^, 
ossia 

(31)^ 

onde  i  prodotti  Ri  ,  B^  ^  •  •  .  R/i-i  saranno  pure  tulli  posi- 
tiviy  dedurremo 

(32)     V  =  k  fn{u\  -  u\.f'  ^'  "'  Ì\'  •  •  ""-'  ^""-^   . 

J  l^(Ri  Ra  •  •  •  R/i-i 

Così  l'integralo  proposto  é  trasformato  jn  un  altro  inte- 
grale multiplo,  che  dipende  dalle  nuove  variabili  iii ,  Ua  ,  ... 
i#/i.,  :  si  otterrà  poi  la  condiziono  dei  limiti  per  queste  nuo- 
ve variabili,  sostituendo  nella  (25)  i  valori  di  o;^,,  x%, ...  x^„.i 
dàli,dàjreqii|zione  (28).  ,1 

6.°  Le  formule  (26)  e  (32)  danno 


ikl/'it)"-* f (1— e')'  "do 


(33) 


=JnK/  -  u\) 


a     ti,dti,.  tijdwa  . .  .  i»^.,  dti;,-, 


l/(R,B,  ...R„.0 


equazione  che  esprime  una  relazione  fra  l'integrale  multiplo 
relativo  alle  variabili  u^ ,  e  Fiotegralc  semplice  relativo  a  v. 
Se  col  Signor  Gatalan  chiamiamo  integrale  Abeliano  deWordine 

/VAx 
•— -,  in  cai  P  ed  B  siano  funzioni  inte- 
re di  x^ ,  e  il  grado  di  R  rispetto  ad  x^  sia  f\  diremo  che 
Hntcgrale  relativo  a  v  è  un  integrale  definito  Aheliano  del- 
l'ordine  n —  1  se  n  é  pari  >  detf  ordine  n  se  n  è  impari. 
Quando  poi  i  limiti  delle  variabili  u,  risultino  eguali  a  quan- 
tità costanti  ,  allora  risolvendo  il  prodotto  n(tf\  —  ti'/)  in 
monomj,  si  spezzerà  il  secondo  membro  dell*  equazione  (33) 
in  una  somma  aUemaUa  di  prodotti  d' integrali  definiti  sem- 
plici. 

Supponiamo  Oi  =  0,  il  che  possiamo  fare  senza  diminaire 
la  generalità  delle  formule  :  ogni  funziono  R/  avrà  u^g  per 
fattore;  e  scrivendo 

(34)  U,  =  («',  -  a%)...(M%-a',)  x  (a%^,  -«V)...(o\— u',) 
si  avrà  ,  per  la  (3t),  R,  =  u\  U,  ,  oade  la  (33)  dÌTCrrà 


M^U^t)""'    f  (1— »T      àv 


(35)   (  r(l)"-^' 


1/  [(A".  -  »•)(*%  -»")...(*V.  —»'• 


(  =J"^"  '  -"  ^V(U.U,...U,..)   ' 


(  425  ) 
e  IT/  sarà  uoa  fanzione  intera  di  u^,-  del  grado  n — 1 .  Quiii' 
di  neiripotcsi  che  i  limiti  delle  variabili  Ut.,  ti^  >  • . .  .  H/t-i 
siano  costanti,  il  secondo  membro  della  (35)  si    ridurrà   ad 
una  somma  altemata  di  termini,  ciascun  dei  quali  sarà  il  pro- 

J*^  u^^i  iu 
a      1/  U/ 

cioè  di  n — 1  integrali  definiti  Abeliani  delPordine  n — 1  . 
Il  caso  più  semplice,  in  cui  i  limiti  delle  U/ sono  costanti, 

corrisponde  alla  supposizione  A^  =  A^  = =  k,i^,  =1 , 

che  dà  h^,=:a^ — a%  .  Allora  la  condizione  (25)  dei  limiti 
delle  Xi ,  raffrontata  coirequazione  (24),  si  riduce  nudamente 


a   —a  ^ 


U  ,  ovvero  =  0 ,  in  guisa  che  Tintegrale  V 


si  deve  stendere  a  tutti  i  valori  positivi  di  a?, ,  x^ , ...  Xn^i  , 
che  possono  soddisfare  alf  equazione  (24).  Sostituito  il  va- 
lore di  x^„  dato  dalla  (28),  la  condiziono  dei  limiti  diverrà 

{a\  —  ^\)ia\  —  u%),..  (a%,— tiV,) 

-rf -Tw-r ^M      In-        n-     \^"^  ovvero  =0, 

(«  w—  «.i)(«  n  — «  a)...  (a  „  — «  /i-i) 

e  resterà  naturalmente  adempiuta  per  tutti  i  valori  di  u^j^j 
u^2  9  •  •  •  u^/i-i  9  giacché  questi  non  possono  superare  a^^  . 
Non  vi  ha  dunque  altra  restrizione  per  u^i ,  fuorché  quella 
di  non  uscire  dai  limiti  a^i  é  a  i^i  ,  oltre  i  quali  le  varia- 
bili J^i  ,  J?2  )  •••  ^/2-i  iion  sarebbero  più  reali  ;  del  resto  po- 
trà u^i  eguagliare  tanto  a^,  quanto  a^t^i  ,  poiché  si  vedrà 
dall'equazione  (28)^  che  ciò  non  impedisce  alle  j:, ,  .r^ ,...  X/^., 
d'esser  reali.  Si  conchiuda  che  i  limiti  di  w'',  saranno  a'^  e 
«%-»-i  >  ossia  (supposte  positive  le  a,  ,  «2  »  •  «J  «"he  le  va- 
riabili U|  ,  t<2  >  •  •  •  <<//-!  avranno  per  limili  nelle  integrazio- 
ni le  quantità  costanti  a,  ,  a2  ,  ...  a,i^^  ,  a„. 

Nello  stesso    caso  il  primo  membro  delle    (33)  e  (35)  di- 
viene 


(  426  ) 

(Jl/'n)"-'  pi       do  iki/'nY 


il  che  s*accòrda  con  la  formala  (18).  Ritenuto  pertanto  ai^O, 
la  (35)  prenderà  allora  la  forma 


^[ìVnY    r\  r\     f.       n(u,'  ^  u\] 

=1     dt#,  I      dwa  ...f^     da^.i     ^,,-  _. ;; — r 

TI~]  **  ^^  "-'  »^(U.Ua-D«-.i 


talché  si  avrà  il  valore  d*  una  somma   alternata  di  prodotti 
d*integrali  deCniti  Abelìani  dell'ordine  n— 1. 

Questo  caso  é  il  solo,  per  quanto  io  so»  che  sia  stato  esa- 
minato fin  qui;  ma  un  altro,  in  cui  i  limiti  delle  iniegnziooi 
relative  alle  u,  sono  egualmente  costanti,  si  trova  cercando 
di  determinare  Ai ,  A^  , . .  .  A/i.,  in  modo  che  la  coadizione 
dei  limiti  per  le  variabili  z/  sia 

0  —  a  i      6    —  a  ^  0  — a  /,-i 


denotata  con  b  una  costante  positiva  compresa  tra  a^t-i'  e  «„. 

a 3 

Ora  essendo  Xi  s=  -; ^  z^i ,  è  manifesto   che  la  condi- 

zione  (25)  si  cambierà  nella  (37),  se  prendasi  generalmente 

a„  —ai 

Ma  per  conoscere  qoal  sia  la  condizione  dei  limiti  che  dal- 
la (37)  risulterà  per  le  variabili  u, ,  poniamo 

_  (b' ~  u\){b'  -  u\)  ...  (A'-uV.) 
^  '       (b'  -  a\)(b''  -  a\)  ...   (A»  —  aV.)  ' 


{  ^27  ) 
e  spezziamo  la  frazion    razionale  7(6)  in  frazioni  semplici  : 
secondo  la  nota  teorica,  per  cui  si  effettua  un   tale  spez/a- 
mentO)  è  facile  vedere  che  si  avrà,  ricorrendo  al  valore   di 
x^i  dato  dalla  (29), 


*'■'/-«       ^2 


•»<*)=«-£  i^.  ■' 


14:1 


>  0 ,    ovvero  =  0. 


sicché  la  condizione  (37)  si  riduce  a 

9(4)  >0,     ovvero     =0, 
cioè 

(A'  —  u\)(b^  ^  u\)  ...(h'~  uV,) 
(*•  —  a\)(b'  -  a^J  .  . .  (6"  —  a%i.,) 

Questa  condizione  è  adempita  sol  che  u^n^i  non  superi  i% 
poiché  nessuna  delle  altre  u^, ,  u%,  .  . .  t<%.2  può  superare 
a%-i  9  ®  qu  indi  sono  tutte  inferiori  a  i^  ;  se  ne  concluderà 
che  U2  j  U2  ,  .  '  '  U/2.2  si  devono  prendere  tra  i  limiti  costanti 

ai  e  aa  ,  a^  e  a3  , a/j-,  e  a/1-1  ,  tra  i  quali  siffatte 

quantità  trovansi  compreso  Cnché  sono  reali  e  positive  js'i  9 
js^2 ,  . .  ;s%.,  ,  e  che  U/2-1  non  potendo  esser  minore  di  a/i-i 
si  deve  prendere  tra  i  limiti  an-t  e  b.  Adunque ,  supponen- 
do Oj  =  0  ,  si  avrà  per  questo  caso  dalla  (35) 


iii/'nY-^  n  (i  —  vy  Av 


(38) 


I2/ 


a  a 


/2-1 


n(tt^  -u\) 


e  sarà  nel  primo  membro 


(  428) 

3  2  2  2 

ij  a  —  a  i  _  a  „  —  a  < 

À%  b'  -  a\    ' 

Abbiamo  così  nella  formula  (38)  un  nuovo  teorema  sogl* 
inlegrali  definili  Abeliani,  pel  quale,  se  n  é  pari,  una  somma 
di  prodotti  d*integrali  delfordine  n — 1  è  ridotta  ad  un  solo 
integrale  del  medesimo  ordine,  e  se  n  è  impari,  un  integrale 
dell'ordine  n  è  ridotto  ad  una  somma  di  prodotti  d  integrali 
dell'ordine  inferiore  n — 1. 

7.'  Il  senso  di  queste  formule  si  farà  più  chiaro  appli- 
candole ai  casi  di  n  =  3  a  n  =»  4 ,  nei  quali  gl'integrali  eh* 
esse  contengono  si  esprimono  col  mezzo  di  trascendenti  el- 
littici. 

Sia  primieramente  n  =  3.  La  formula  (36)  si  caoibicrà 
nella  seguente 

a  a 

2"''=Jo      ^"Ja^  ^V([«%-u%)(a^3-t*M(u%-a\^(a^-u 

in  cui  si  riconosce  precisamente  l'integrale  duplicato  già  tolto 
in  esame  dai  Signori  Lamé,  Poisson,  ce,  e  che  è  noto  espri- 
mere la  relazione 

i  7r  =  F(c)  E(c')  -f.  F(c')  E(c)  -  F(c)  F(c') 

trovata  da  Legendre  fra  le  funzioni    ellittiche    complete    di 
prima  e  seconda  specie  a  moduli  completivi. 
Noi  mi^desimo  caso  la  formula  (38)  diviene 


/. 


dol/  (1  -»') 


..    1/ [(*'.-«")(*%- f')  1 


a  h 

Jo         J\       V[(«%-«%)'V3-«'.)(«%-a%)(a'3-«%; 


(429  ) 
facciasi 

«",  =  a%  8en"9  ,     ,^  __    .,'  =  lang'^  , 

effeitaata  la  sostitazioney  e  adoperando  la  consueta  scriltara 
delle  funzioni  cllittichey  il  secondo  membro  della  precedente 
equazione  si  metterà,  per  mezzo  dell*  accennato  teorema  di 
Legendre,  sotto  la  forma 

i-  ;r  H-  F(c)  F(c ,  5)  -  E(c)  ¥(c\  9)  —  ¥{c)  E  (e',  9). 

Ma  si  avrà 

b^  =  a"3(l  —  c'^sen^e)  ,    b^  —  a\  =  (a\  —  a%)cos'e  , 
e  perciò 

1  —  csen  7  cos  y 

valori  che  si  sostituiranno  nel  primo  membro  della  stessa 
equazione^  e  facendo  inoltre 

1  — t;" 


i a ìK  ==  cos  (i)  , 

1  —  V  COS  0 

si  trasformerà  questo  primo  membro  in 

l/'Cl  —  c'^sen'S)     „,     ,^    ,  a^  „.  V 

Ne  risolta  dunque 

seogcosg      t^  "<'=*»^  ^  '  '^  -  ""  ^•''<'')  1 
=  4"  TT  -4-  F(c)  F(c' ,  9)  -  E(c)  F(c',  Sj  _  F(c)  E(c',  5) , 


(  4f30  ) 
allra  formula  di  Legcndrc  per  la  riduzione  d*una   fuoziona 
ellittica  completa  di  terza  specie  a  funzioni  compleie  ed  io- 
complete  di  prima  e  seconda  specie. 

Noterò  che  abbiamo  qui  sciolto  il  probleaia  della  qua- 
dratura dcirellisse  sferica.  Se  infatti  si  pone 

fequazione  (24)  per  n  =  3  diventa 

e  rappresenta  una  sfera  riferita  a  coordinate  ortogonali  x, 
^9  js;  nel  ipcdesimo  tempo  Tequazionc  dei  limiti 


2  2 


diventa 


ossia 


Jfe%  X*  H-  A%  y'  =  1  =ar'  -t-  y'  -H*» 


*'         .  »' 


0    —  a  X         ^    —  ^2        ^2  — ^ 

e  rappresenta  un  cono  di  secondo  grado  concentrico  alla  sfe- 

•  dj?  dj? 
ra;  onde  l'integrale  duplicato    V  =  I 1 — ^somministra 

la  misura  dell'area  sferica  terminata  dalla  superficie  conica. 
La  formula  precedente  offrirà  dunque  un*espressione  di  que- 
st'arca» e  potrà  facilmente  riconoscersi  che  essa  conviene  con 
le  espressioni  già  note  (V.  Journal  de  Liouvillej  1842,  p.  262; 
Società  Italiana^  tom.  24,  2.«  pJ%  Mem.  del  Prof.  Tortolini). 
Supponiamo  in  secondo  luogo  n  =  4.  Avremo  dalla  for« 
mula  (36) 


(  431) 

dove  sarà 

U,  =  (a\  -  u\){a',  -  u\)ia\  -  u\) , 

U3  =  (u'3  -  a%Ku%  -  a%)(a>4  ~  u%). 
Si  faccia 

^2  _     q  2  g  3  cos  y  , «2^3 

a*3  —  a*a  sen^'f    '         *        0^*3  cos*(//  -f-  a%  sen^(p  * 

2 g  3  «  4 2  g  2      «4  —  ^3 

a  3  cos  0)  -h  a*4  scd^^o)  «^3    a  4  —  0% 

e"  =  1  —  e*  ,        a*a  =  «%  cos'0  ,        jr  =  c'tang*6  , 

7'  =  —  (1  —  c"sen'$)  : 

eseguite  le  sostituzioni  e  le  riduzioni  che  saranno  facili  ben- 
ché lunghe,  e  movendo  riguardo  al  teorema  di  Legendre 
già  mentovato,  e  alle  formule  che  esprimano  con  trascen- 
denti ellittici  gì*  integrali  della  forma 


/ 


iw 


òcp 


(Ih- jT  sen'^p)^  i/(l  —  c^  scn'y)  ' 
si  otterrà  alla  fine 

1/(1  —  c'*scn*5)  „  ,      ^  c'^senS  cos  5      „,  ,  , 

sengcos9.       "  ^^'  '^^  |/(1  -  o-sen-&)  "<g  '^ 

_  1  cote 

relazione  tra   due  funzioni  ellittiche  complete  di  terza  specie 
o  parametri  circolari,,  l'uno  positivo,  Taltro  negativo. 
Avremo  p(}i  dalla  formula  (38) 


1       r' 


(  )32  ) 
(1  —  »')dp 


*.   r^'j    r*("%-«'.)(«'3 -«'.)(•«%-•«•.) 


= jo  '"'/-,  '"tA 


i^(U,  u,  U3I 

e  il  secondo  membro  si  trasformerà  come  dicansì  se  intro- 
ducasi di  più  un  agolo  X  detcrminato  dall'equazione 


.»     _a 


i»= ?JL?J , 

a*3  cos*X  4-  a'4  sen*X 

talché  A  sarà  il  limite  supcriore  di  o)  ;  si  trasformerà  simil- 
mente il  primo  membro,  ponendo 

_  A*,  sen^ffl 


"  sen^X  H-  cos^X  scn^p 

si  sostituirà  poscia  all'angolo  0  un  altro  angolo  [x    col  fare 

c^lang^fi  =  cot^jx  ; 

e  adoperando  le  formule  di  Lcgendre  per  la  riduzione  delle 
frazioni  ellittiche  complete  di  terza  specie,  eseguiti  i  calcoli 
e  lo  riduzioni,  si  troverà 

(/"(l— c'^sen^'aì/^  ,     »        ^,  ,      «      ^     \ 

^— ^'{n  col>,c,  X)  —  sen>.  Tic,  X)  ) 

sen/x  cos/uL      \  *        ^       '  / 

qi=^\n(cot%c',^)-sen'A.F(c',^)) 

=  1  „  _  E(c,  X)  F(c',  n)  -  F(c,  X)  E(c',  /*)  H-  F(c,  X)F(c',  .u), 

relazione  tra  due  funzioni  incomplete  di  terza  specie ,  co- 
nosciute sotto  il  nome  di  permutazione  del  parametro  coli' 
argomanlo. 


(  433  ) 
Possiamo  da  tutto  ciò  concludere  ,  che  il  metodo  esposto 
raccoglie  sotto  uno  stesso  principio  e  stende  agl'integrali  Abe- 
Uaoi  di  qualsiasi  ordine  parecchie  importanti  proprietà  degl* 
iategrali  ellittici  ,  e  in  particolare  che  nella  formula  (36)  si 
Iro'va  compreso  ed  ampliato  il  teorema  sullo  funzioni  ellitti- 
che complete  di  prima  e  seconda  specie  a  moduli  completi- 
vi, e  nella  (36)  altri  due  teoremi  ,  cioè  il  teorema  della  ri- 
luzione  delle  funzioni  complete  di  terza  specie,  ogniqualvolta 
si  prenda  per  n  un  numero  impari,  e  quello  della  permuta- 
zione del  parametro  colTargomento  nelle  funzioni  incomplete 
<li  terza  specie,  quando  si  prende  per  n  un  numero  pari.  (*) 
S.°  Le  equazioni  che  abbiamo  ottenute  nel  num.  prec.  per 
Brezzo  delle  formule  (36)  e  (38) ,  non  contengono  altre  fun- 
'ioni  ellittiche  di  terza  specie,  che  quelle  il   cui    parametro 
^  circolare,  ma  é  noto  che  si  passa  con  una    trasformazione 
"Dmaginaria  dalle  funzioni  di  parametro  circolare    alle    fun- 
^'oni   di  parametro    logaritmico.    Tuttavia    mostrerò    che  dal 
'Medesimo  integrale  multiplo   V  si  può  direttamente  dedurre 
f   J^iduzione    delle    funzioni  ellittiche  complete  di  terza  spc- 

'^'   3    parametro  logaritmico. 
Sia 

^'^Ule  fra  a?,,  x^  >  x\  le  relazioni  (24)  e  (25),  ma  suppo- 


^  (b^'~  a\)  ,     /.%  =   :L1 -,  (6^  _  a\)  : 


a'3  —  a  ,  a"^  —  a'3 

«^'^^zione  (27)  avrà  Ire  radici  u*\  <  w^2  <  w*3  >  di  cui  la 


ll^^^^    )    In  allri  modi  furono  ampliati,  il  primo  teorema  dal  Sig.    Her* 
,  ^  ^i^Oomptes  rendus  ^cad.  de  PariSy  tom.  18,  p.   Ili7),  e    il    terzo 
^ì  e  Jacob!  [Jacobi,  Opusc.  tnathem.  voi.  I,  p.  363). 

o/<  di  Scienze  Mal.  e  Fis.  T.  ly.  novembre  1853.  28 


(  434  ) 
media  u*,  egcaglierà  a^  ,  e  posto 

si  Irasformcrà  facilmente  l'integrale  daplicato  V  in 
"3       rb  „>,  _  „», 


v=*/;  d.j:^d«3, 


Facendo  poi         * 

se  ne  trarrà  dopo  alcane  riduzioni 

V  =  *  [F(c).  col9  ^^(l— e*8en*fi)4.F(c)  E(c,  fl)  —  E(c)  F(c,  ( 

D'altra  parte,  se  nella  espressione  di  V  si  sostitaisce  alla 
riabile  a?a  una  nuova  variabile  9 ,  e  poscia  alla  variabile 
una  nuova  variabile  ^^  ponendo 

>v  cosò 

a?a  =  tangf  l/^(a%  ~  a  )  ,    x,  =  a  — -i  , 

COSf 

cos  y      ^  cos  9 

avremo 

send*    -,  ,        ,  ^ 

cos  f 
e  quindi 

JJ  cos'p 

Cominciando  Tintegraaione  da  f,  e  dal  limito  f  sa  0,  si 
Terft 


(  .435  ) 
la  nei  limiti  si  ha 


s  a 


-^  =1 


he  di  viene 

c'sen'e.  ^  -\-  e"  laDg'd.  tang»©  s=  1 , 

COS  (f 

I  se  ne  trae 

1  —  c*8en'9  co9*ó       ^^ 

tang'f  =  ,>  ^    3 — 5^ j^  core  ; 

**  '^       e*   -f-c'cos'S  cos*ó 

lanqae 

losto  finalmente 

, ,  COS*G) 

^       1  —  c^aen  6  scn  a> 
i  otterrà 

V  =  *  colSi/"(l  —  c^sen^fl).  n(— <?*sen*9,  e). 

I  confronto  dei  due  valori  di  V  darà  la  formula  cercata 

cotV(l  —  c*sen'e).[n(— c'sen^e.c)  —  F(c)  ] 
.       =F(c)E(c,  0)— E(c)F(c,  6). 
Alla  stessa  formula  si  può  giungere  anche  supponendo 

«1  =  0,     aa<a<a3<i, 

H\  =  ~  4%        A%  =  T^^-^  (*'  -  a%)  ; 
i  sostituirà  ad  jp,  un'altra  variabile  9  ponendo 

ira=  -  tang9.j/'(a*  —  a%)  , 


(  436  ) 
poscia  ad  Xj  un'altra  variabile  tp  ponendo 

coso 
ar,  =  a ^  , 

COS(p 

onde  risulterà 
si  farà  poi 

«2  =  OjC  ,    — ;—  =  C0S^5, 

o    —  a  2 
e  Inequazione  dei  limili  diverrà 

cos^5  — '-  — ' 


ossia 


cos  ©  -  _  sen  © 

:ì 5 — ^  •  — 5 — H  cos  6. — r^  =  1  , 

1  —  c^sen^e     cos>  cos^tp  ' 

,    1— c^sen^S  sen^9 

^^  '''  ~1— c^scn^fl  cos>  * 


2^     > 


da  ultimo  si  porrà 


2  COS^G) 


2--      » 


sen  p=  -r 5 — j^ j- 

^        1  —  c'^scn  0  sen  0) 

e  si  otterrà 

V  ==  *  coiei/^(l— c^sen'ejfni— c'scn^e,  e)  —  ^^F(^)l  , 

espressione  da  paragonarsi  con  quella  che  deriverà  dalla  so- 
stituzione delle  coordinate  ellittiche  Ui  ,  u^ ,  u^  determinata 
dairequazione.  (27),  per  la  quale  si  farà 

2          2    *  —  ^'sen'ó 
ti,  =  a,     ti,  =  a,scnp,    U3=«3: ^^,^        ,       , 

e  s'integrerà  da9=0a9  =  i;r,ede(j;=0  a<ji  =  9. 
L'esame  di  questi  casi  particolari  ci  suggerirebbe  d'inda- 


(  437  ) 
gare,  come  si  possa  determinare  per  n  qualsivoglia  Tintcgrale 
maltiplo  y,  quando  nelle  formule  (24)  e  37),  ritenuto 

si  abbia 

(indicando  con  p  uno  qualsiasi  dei  numeri  1^2,...  n — 2)  , 
oppure  a/|.,  <C  a  <I  O/i  <^  i  ;  argomento  del  quale  mi  riser- 
vo d'occuparmi  altra  volta.  Troveremo  del  resto,  nel  seguen- 
te §  3,  formule  che  comprendono  integrali  ellittici  di  terza 
specie  tanto  a  parametro  logaritmico  quanto  a  parametro  cir- 
colare. 

§.  3. 

Altre  fformnle  pili  generali. 

9.''  Ripiglio  le  equazioni  (1),  (2),  .  .  .  (6).    Denotati  <:on 
fili  ,  m^  9  .  ..171/2  più  esponenti  positivi,  e  fatto 

m  =  m,  H-  tWa  -f- . . .  H-  ma  » 
si  ba  dalle  formule  (3)  e   (6) 

JM  ni  fn  m  »**    ~\        m  —l  m-i 

a,'  a^^  •••  0/«^r'- «i/'  •*'/*"     •*!  '     dx,  .X, *     d^a  .   .. 

*»         — I  /Il   -1        »'  -I  01  —1  ni        -I 

e  di  qui  si  trae 

m   -> 

»»   -I    j  m   -I  m        -I    , 

—  .  X,  »     cijc,.  jc,  2     doTa .  .  .  a:  '^-»     ajr,2-, 

4  f*     m  m  -I  m    -l  »«        -I 

-        iW  "•  "»  '^   ^ 


(  438  ) 
stesi  gl'inlegrali  a  lutti  i  valori  positivi  (o  dqIIi)  di  x^  ,f,, 
•  •  •  ^A 9  Vii  ys 9  •  •  •  y/i  che  verificheraDno  le  eqaazioai(l) 
e  (2).  Ora  l'integrale  maltiplo  compreso  nel  secondo  meDln 
è  dato  dalla  formola  (22)|  donde  si  conchiade 


m   -I 


_r(m,)rK)  ...r{m„) 

r(m).  a7"  a>...a? 
facciamo  generalmente 

ira   -t 

/•^it 

e  chiamiamo    Qx   ciò    che  diviene  P^  quando  si  muta  f  k 

I 
1  4-  I  r  p  :  l'equazione  (39)  darà  il  valore  di  P^  9  e  ne  tra^ 

I 
remo  quello  di  Q,^  cambiando  generalmente  in  a^  in  1-Hi/l' 
sicché  avremo 

/4m     f^         ^m^)^{fn^)...^(m„)  1 

(4U)      Vira  = 


Posto 

=»,    0<r<X, 


pt- 
sarà 

j^     /»'■  -',  .  r       Mi) 


(439) 
t  da  ciò  si  dedurrà 


Facendo   qui  X  =  m,    e   sostitaendo  il  yatore    di   Q^  dato 
dalla  (40),  se  inoltre  pongasi  t^Vj  si  olterà 


(1%^  p  _r(m,)r(im)...r(fii^)r 

r(r)r(m— r)     J„ 


r'^'dw 


r(r)r(m— r)     J  ,     ^^  _^  a,t?)"'  (1  -^  a^t;)"*»  ..  (l-ha;,t;f '» 

i^Nrmola  che  suppone  mi  ,  ifia , .  . .  fii/i  positivi  e  0  <^r  ^m. 

£  facile  desumerne  P^^u  per  ogni  valor  intero  e  positivo 

A  fi,  e  quindi  Px  per  ogni  valor  positivo  sebbene  rotto  ,  o 

''l'iiionaie  di  X  :  indi  la  formula  (41)  porgerà  j      Qx  di  per 

Qa   Talor  qualsiasi  di  X  superiore  a  quello  di  r  .  Se  suppo- 
rtiamo 

fll/i  =  1,      nii  =^  Wa  =  •  •  •  =  *W/i-i  =  a   9 

^remo  ricondotti  alle  funzioni  P;^  già  considerate  nel  num. 
2«^  e  ne  otterremo  Tcspressione  con  un  integralo  semplice 
\^r  tutti  i  valori  positivi  di  X;  se  poi  supponiamo 

IWi  !=  Illa  =^  •  •  •  =  ^n^\  ^^^  Wl/i  ^^^^  *  j 

troveremo  le  funzioni  Y    del  Signor  W.  Roberts  sopra  men- 
torite  (num.  3.**),  ed  esprimeremo  anche  queste  con  un  in* 
fegrale  semplice  per  tutti  i  valori  positivi,  ancorché  retti  o 
irrazionali  di  p. 

10.*  Sia  ora  Xn  una  funzione  di  n  —  1  variabili  x^ ,  x^  ^ 
.  •  .  X/|.t  ,  determinata  dall'equazione 

(43)  -^i— i- -f;- -t- ...  +    "'"-'   H- -^g-=»i, 

a  —  Al      a  —  a^  a  —  an~\      a  -^  an 

dove  a,  Ui  ,a^j ...  a„  indicano  costanti  positive;  Ai ,  A^  »  ...  A/i-i 


(  440  ) 
al(rc  coslanti  posi(ive,  e 

(44)  X=l-f;-f?-..-fiI!.  j 

c  dcbbasi  determinare  Tintcgrale  multiplo 

m    -I 
/*X  m  -1  »f  -1  w        -I 

V  =  | \ — .X  »     Ax^.x  a     dxa...a?  ""»      dx 


n-x 


steso  a  tutti  i  valori  positivi  iìi  x^  ^  x^ , . . .  Xn-i  che  sod- 
disfanno alla  condizione  X^O  o  X  =  0^  supponendo  an- 
che x„  positiva.  Ammetteremo  che  gli  esponenti 

flit  j  m2  y  ...  m,!-,  ,  m^ 

siano  tutti  maggiori  di  zero,  che  X  sia  compreso  tra  zero  e 

m  =  fili  -f-  fii2  -+- . . .  -H  fn„  9 
e  inoltre 

e  hi  non  maggiore  di  a — a,  per  •  =  1,  2^ .  .  •  n  —  1;  e  fa- 
remo 

a  —  a/ 
!/„  =  1  — !/i  —  ya  —  .  .  .  —  y«.i  , 

p  =  «I  yi  -4-  «2  y2"^" .  •  •  +  ocn^i  yn-i  4-  «„  y„ , 

onde  risulterà 

sicché  posto  per  compendio 

A  =r  (a  -  a„)-\  a7'  C'  -  Crr'  , 


i 


(  441  ) 

si  avrà 


f 


m   -1 

•  y7*  "  ^y«  •  y?  "  <*y>  •  •  •  y^l""  "^y"-!  » 


m  -I      .  m  -l     .  fn        -I 


P' 


e  qnesto  secondo  membro  sarà  un  integrale  multiplo  steso 
a  tatti  i  valori  positivi  di  yi  »  ^2  9  ••  •  y/s-i  «  y^i  9  '^  ^^ì  espres- 
sione si  otterrà  dalla  formula  (42)  cambiandovi  r  in  X  ,  a/ 
io  oci  e  a„  in  1,  e  moltiplicando  per  h.  Dunque 

r;fii,)r(m2)...r(mj  r* .      i  v^-^dv 


y" 


T(X)  r(m— X)    -'o    (1  ^.  ^fn  (1  ^  a,t,)"«(l  h-  a^v)"\..(l-haH-,t;)"''-^ 

Determinando  così  l'integrale  V,  trasformiamolo  surrogando 
alle  Xi  altre  variabili  u,  radici  dell'equazione 

(46)  -^i-H fi_H-...-4— f2_=l: 

«/  —a,      M,  —a,  «,—  o„ 

questa  darà  n  valori  u^  ^  u^  9  .  .  ti„  di  ti,  ,  positivi  e  disu- 
guali>  e  supponendo 


Wi  <.  W2  <. ...  <s  «„  J 


SI  avrà 

e  quindi  t<,,  =a  per  la  (43)  :  di  più,  sarà 

(47)         X,  +  (a.  ~«.)K-u.)  .■■(«.-«)  _  ^^ 

K  —  «i)(«*  —  «2) ...  (»/  ~  aj 

che  darà  x,,  se  si  fa  t=n.    Sostituito  in  V  questo    valore 
ii  x„j  si  ottiene 

tonde  ponendo- 


l 

I 

i 


(  442  ) 


e  facendo 


a  — ai 

X/  —  Xf  f 


1  (a-  a,)"' («-«/'...  (a—  a^,)"*"' 


<*    «»'     (a„-  aO  >     (a„  -  «,)  »     ...  («,  -  «^.)  -' 
si  deduce 

M    -I  IN    -I  ■■  •! 

Inlanto  la  (47)  diviene 

(48)  i.,  ,  (a/-ti.)(a/-ii.)...(a/-t».-,)  ^  j, 

(«I  —  «i)(a/  —  «a)  -  («/  —  «ii-O  ' 

che  mostra  essere  le  ii/  collegale  alle  Xt  per  me^xo  dell'  e« 
quazione 


H h  ..H =..:—  =1, 


ti,  —  a,        Uy  —  aa  tiy  —  a;,. 

e  da  ciò  si  desume  che  per  trasformare  TiDtegrale  multiplo 
y  si  deve  ricorrere  alla  formula 

.^  dz.  ..^    d.,  ...._d....=  —^^^-^^.iu,du2...éu,.,, 

nella  quale  A«  indica  il  prodotto 

(tt,— aj(tt,  — aa)...(tt/— a^)  X(a^^,  —  Urf)(ay4,  —  u^)....(a^.,  ~m^), 

e  n(ti/  —  ti/')  rappresenta  un  altro  prodotto  formato  coi  bt« 
nomj  11/  —  u/<  assegnando  ad  l  i  valori  2,  3,  .  .  .  n — 1,  e 
prendendo  t  intero  e  positivo  ma  inferiore  ad  I:  si  otlioBO 
infatti  questa  formala  cambiando  nelle  equazioni  (30)  «, ,  xg , 
Ui  in  [/"ai ,  l/^Xi ,  l/^M/ .  Ponendo 


(  443  ) 
(a„  —  tt,)*  (o„—  tt,)^ ...  (a„  —  u„.i)K  \^{^,  A, . . .  A„-,)  =  A  , 
si  arri  dnnqoe 

—  X   '^     .n(tl/ — «/0«^i  *     •  «a  *  '  ....  O""   '^•'i  dWa...dW/i-i  9 

A 

ma  dovremo  ancora  sostituire  alle  Zu  jc,  ,  ...  i^/y-i  e  ad  X  le 
loro  espressioni  per  mezzo  delle  nuove  variabili  ti/ .  A  tal 
uopo  l'equazione  (48)  somministra 


m  — ^       m  -•  m        — J 

»    I         •-    a  -    I-I 

*•!        •  '•a        ••••  *«-! 


__  n  r  <<»/  ~  "<')  ^  •("/  —  «/')  ^    '  •  K  —  «f  )  '  '  1 

Steso  il  segno  di  moltiplicazione  II  agFindicati  valori  di  I  • 
Ff  e  ai  valori  1^  2,  ...  ti  —  1  di  t;  e  d'altra  parte  è 

A  =  n  .  (a„  —  UiY  (Ui  —  a^)'  (w/  —  ai')'  (ai  —  Ui')'. 
Adunque^  se  per  compendio  scriviamo 

K  =  kn.{ai  —  ti/')    '    ' 

B/  =  (a„  —  w,)-\  (m^  —  a,)  *     (i«,  —  a,)"^     ...  K  —  a/)*"'" 

X  (a,^i  —  m/'"*-*"'....  (a;,-!  —  tt/)'""-*"' 
avremo 

(49)    V=K J  X^"  "  .n(u/  —  u/  )  .  Rjdu, .  R,  dtf)  ...  B„-,  dw^^i  , 

iolendcndo  die  in  luogo  di  X  si  metta  Tespressione  equiva» 
lento  formala  con  le  U/  ^  la  quale  si  dedurrà  dalle  formale 
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(44)  e  (47)^  e  che  le  variabili  positive  Ui  siano  prese  fra  i 
limiti  determinati  dalla  condizione  X  ^  0  o  =  0.     . 
Il  confronto  delle  equazioni  (45)  e  (49)  darà  un  teorema 

intorno  agfintegrali  iperellittici. 
11.^  Sia  in  primo  laogo 

«i  =  «2  =  .-.  =  OCn-i  ==  0  ; 

se  m„  —  X  >  0  ,  si  avrà 

r  -'11^  =/■  .V-  ^„_,)>-. = lari) , 

e  quindi  la  formula  (45)  darà 

^     .r(m.)  r(m,)...rK..)r(m„  -  X) 

V  =  A fj^r^xj . 

ossia,  cambiando  m„  in  m„-t-X,    m  in  m  +X, 

,^_,  r(m,)r(m,)...rK) 

^-*  firn)  ' 

il  che  s*accorda  con  la  formula  (22),  poiché  si  avrà  pure 


A/ 

= 

a  - 

-0/> 

e 

per 

le  (43) 

e 

(44) 

X 

:= 

^« 

a 

onde  l'integrale  V  si  riduce  a  quello  della  formula  (22).  Ma 
sostituendo  il  valore  di  x^  dato  dalla  (47),  si  otterrà 

j  _.  K  —  ^i)K  —  ^a)  -'  (^n  —  ^/i-i) 

(o„  —  «i)(«„  ~  «a)  —  («;,  —  «/i-i)   ' 

e  ì  limiti  delle  variabili  u,  ,  ti^ , . . .  ti/i.|  saranno  aj  e  Oa  > 
a2  e  a3 ,  . . .  a/7-1  e  d/,  9  poiché  tra  questi  limiti   X  rimane 
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positiva.  Fatto  dunque 

m   +/M  -I  m  -*•  m  i-i 

H=n.(a„-a,)  "     •    (a,  -a,')  '      '     , 

m  —I  m   —1  m  — i 

U,=  (tt,— a,)    •     (Ui    —  Oa)    -^       ...(«, —  Of)    ' 

X(a,^,  -Mfr'*'''(a/+2-«,)""^*~'-..  (a„  —  «.f""'  , 

e  rilenoto  il  cambiamento  di  m„  in  tn„  +  X  ,  o 

m  =  mi  +  m,  -{-  ...  -t-»w„ , 
risalterà  dalla  (49) 

r(m,)  r(m,)  ...  r(m„) 


(50)  II 


T\m) 


"3 


=  1        Uid«i  la     Ujdw,   ...I         U„.,  dMfl-,  n(«,  —  tt/')   . 

Il  secondo  membro  di  questa  equazione  si  spezzerà  in  una 
$omma  alternata  di  prodotti  d'integrali  definiti  semplici  della 
forma 

cui  limiti  saranno 

«  =  o .  ,    /3  =  (i/^i  , 

e  a  questi  limiti  si  potranno  facilmente  sostituire  zero,  e  1* 
infinito,  ponendo  per  esempio 

M,  —  «            .                  a  -*-  /3t'/ 
Vi  = ,    ossia       Ui  =  1 . 

Prendiamo,  per  fare  un  caso  particolare  ,  n  =  3  ;  allora 
sarà 


H 
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r(m.)r(m,)r(m,) 
r{m) 


3  /*   2  /•  3 


%/a  «/a  Uà  Uà 


e 


ut  s=5  fll|  -4-  Wlj  -J-  III3 


H=5(a,-a.)  •     *   (a3-«i)  '     M«3  -  «.)  '     '   , 
U,  =  (M.  —a,)"'"'  (a,  —  «,)"*»"  (03  —  «,)"'"*  , 
U,  =  (Ma  -a,f  •""  (t,^  _  o^f  r'  (^^  _  ^^)-3-*  . 

se  inoUre  si  trasformano  gl'integrali  in  modo  che  i  loro  limili 
siano  zero  e  l'infinito,  adoperando  per  sempliciti  una  sola 
variabile  v^  e  ponendo 

«3  —  «a  «a  —  a,        .  , 

— —  s=s  e  ,  =  1   ^^  e  :=i  e  9 

«3  —  «1  «3  —  «I 

dopo  alcune  agevoli  riduzioni  si  troverà 

r(m,)  TK)  r(m3) 
r(m) 

m.-X  m   •! 

3        /-•  -    -        (l-Hj'c)   • 


/**  ».  -I  -  (1-t-c»)  ^     r*  «,.i  . 


(!-»-•)- 


che  é  identica  ad  una  formala  ottenuta  da  Abel  •  eiUta  dal 
Sig.  W.  Roberta^  e  si  cambia  diSatii  in  essa  col  solo  porre 
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m,  =1  —  a,    m>  =  l  —  /3,    m=lH-7, 
ma  =  a4-/3-+-7— 1,    c=«. 

^V.  la  memoria  di  Abel  inserita  nel  (om.  1.  delle  sne  Ope- 
^rej  pag.  93).  Pertanto  si  scorge  che  V  equazione  (50;  con- 
-^ene  appunto  queil*ampiiazione  del  teorema  d'Abel  alla  quale 
alludeva  il  Sig.  Roberta  (Jotim*  de  LiouviUe^  tom.  16,  pag, 
:a  43-144). 

La  stessa  equazione  comprende  poi  come   casi  particolari 
■  e  formule  che  il  Signor  Catalan   indicava   potersi    dedurre 
suo  metodo  col  sostituire  nell'equazione  (24)  all'esponen- 
e  2  altri  esponenti  superiori  per  trasformar  l'integrale 

J^dxg  dr,  ...  dxn  • 
»ia  in  secondo  luogo 


X«=l  — 


••    —     .  I 


b  —  Qi        b  "--  a^  b  —  a/i-i 


>ve  b  rappresenta  una  eostante  positiva  compresa  tra  a/y-i  e 
In  :  si  avrà 

hi  =  (*— a,),    a^  r=s  1  — 


an — «i  ^        '"  «« — «i     ««  —  ^/ 

inoltre  dalla  dottrina  dello  spezzamento  delle  frazioni  ra- 
ionali,  avendo  riguardo  alla  formula  (48),  si  trarrà 

(*  —  «i)(*  —  ti,)  ....  (b  —  ti„.,) 

(*  —  ai)(ò  —  a,)  ....  (A  —  a/i-i) 

nde  si  raccoglie  che  i  limiti  delle  variabili  tii ,  «a  >  ••#  Hii-^ 
anno  per  ordine  ai  e  a^ ,  aa  e  aa  •  .  .  a/i-i  e  &.    Fatto 
aindi 


(51)  H 
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H  =  n.(a„  -  a,)-  {ai  -  a,-)  '     '     (i-  a,)"     '    , 

le  formule  (45)  e  (49)  daranno 
r(m,)r(in,)...r(»i„)/-»        i  «^«d»- 


i...r(»i„)/-»__i___  t)*-'di> 

r(X)r(»i-X)     J.    (i^c)"*"  (i^.a^e)'"ii^_a,c)'"»..(l-l-a„- 

=    f   "  U,du,  r      Uadtia  ...    r  U«-,  dw^,  II(tl|  —  U/')  . 

Sarà  facile  ridurre  tra  i  limiti  0  e  1  T  integrale  del  primo 
membro,  o  stendere  quelli  del  secondo  tra  i  limiti  0  e  ao . 
La  formula  (50)  può  considerarsi  come  compresa  nella  (51), 
poiché  per  dedurla  da  questa  basta  farvi  6  =  a„  ;  e  percìà 
la  formula  di  Abel  sarà  un  caso  particolare  di  quella  che 
si  ottiene  prendendo  nella  (51)  n  =  3. 

Supposto  n=3,  Tintegrale  contenuto  nel  prioìo  membro 
di  questa  medesima  equazione  diviene 


r 


1  t?^-»  dv 


(1  +  t;)  5  (1  +  a,v)  '  (1  -H  «a»)  * 


ed  é  ai<Ca2<;l.  Si  faccia  i;=tang'y:    questo    integrale 
si  trasformerà  in 

^  (seny)'^-'  (cosy)***-'  dy 


IC; 


m  ni        ' 


(l_(l_a,)sen»  '(1-  (1  -a,)scn»?) 

dove  abbiam  fatto 

]EX  =  mi  -4-  m^  -h  m3  —  X  • 
So  prendM 


(449) 

m,  aat  1 ,  m^  :=  1  9  2X  —  1     e    2fJi  —  1 

eguali  a  zero,  oppure  a  Dameri  ÌDleri  e  pari,  si  ridurrà  Tìq- 
tegrale  otteDuto  ad  una  funzione  ellittica  completa  di  terza 
specie,  il  cui  modulo  sarà^(l — a,),  e  il  parametro  — (ì-oci), 
sicché,  essendo  1  —  ^i  >>  1  —  a^  ,  la  funzione  avrà  un  pa- 
rametro circolare.  Se  alfincontro  si  prende 

itii  =  i     e    m,  =  1  , 

il  modulo  sarà  (/"(t  — «i) ,  e  il  parametro  —  (1  —  a^)  ,  e 
i{uindi  la  funzione  godrà  d*un  parametro  logaritmico. 
Sia 

«Il  =  I  ^    ma  =  1  ,     X  =  m.j  =  i  ,     1  —  «j  =  c\ 

ondo 

2X  — 1=0,    2fx^l  =  2: 

sarà  più  semplice  fare 

co  1*0} 

V  =  -^   ,    e"  =  1  —  e*  =«,  , 
e 

e 

ì  ^^  =  c^sen^e  , 

e  allora  il  primo  membro  della  (51)  conterrà  la  funzione 

n(—  c'sen'5,  e). 
Poscia  preso  a,  =  0 ,  si  avrà 

bz^a^c"^  j    Os  =  aa  e*  seu'5  , 

e  ponendo 

U|  =  isen*9 ,    u^  =  bsen^if/ , 

si  farà  dipendere  il  secondo  membro  dalle  funzioni 

F(c)  ,     E{c) ,    F(c,  0)  ,     E(c,  0), 
Annali  di  Scienze  Mal.  e  Fis.  T.  IV.  deeembre  1853.  29 
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in  guisa  che  si  otterrà  la  riduzione  della    funzione    ellittica 
completa 

n(—  c"scn*5,  e) 

di  terza  specie^  e  a  parametro  logaritmico. 

Risultamenti  conformi  emergeranno  per  le  funzioni  di  pa- 
rametro circolare^  e  cosi  a  funzioni  d*  entrambi  i  caratteri 
conduce  la  formula  (SI),  e  si  ottiene  da  essa  la  riduzione 
delle  une  e  delle  altre  a  funzioni  ellittiche  di  prima  e  se- 
conda specie;  laonde  questa  formula  esprime  un  tcGrcma  as- 
sai più  generale  spettante  ai  trascendenti  ipern^lliltici. 

12"  Si  ponga 


I  I  I 


R  =  (t-ha,t  '•  )  ^(1+aa  t  '')   ^.  .(1-^  aj  ')  ""  : 
dalle  formule  (22)  e  (40)  si  dedurrà 

(l-^pl~)'" 

r(m,)  FK)  ...  r(mn) 


T{m) 


l*-r) 


Si  moltiplichi  questa  equazione  per  <  '^  d^,  e  s'integri  fra 
i  limiti  ^  =s  0  ,  ^  ;=  00  :  si  avrà  primieramente  col  mezzo 
deiriutegrazione  per  parti 

/(' — 4  ).--=(» — '—)^ 

(l  -i-  /X  -^  )"•  (1  -I-  /W  '•  )"  r 


mp_n 
i—rj~ 


di 


{ì-h  pfì 


l-fM 


(  451) 


1- 


/(i-i-).-^..=(i-t)'-^ 


i^/( 


1—   — 

r 


•  •• 


.  ne  ' 


e  poi  sapponendo  0  <[  r  <^  1 ,  se  ne  trarrà 

=1— X  ( 7-^ T"^"-^ I/r- 

Nel  secondo  membro  della  prima  di  queste  formule,  faccia- 
mo   -ss  V  :  Io  ridurremo  a 

ì  -^  pf 

1— r*^        J^  ^        '  1— r         r(l -t-m)        *^    '^ 

nel  secondo  membro  della  seconda  equazione  si  faccia  t-v^'j 
e 


fn  tn  in 


S  =  (l  -ha.tj)  '(l  -+.o,v)  * (l  ■+■  a„v)  " ; 

indi  eseguilo  le  soslilozioni  e  rìdozionì,  si  troverà 
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/m    -I  m  -I  /n  -I  i»         .i 

ar„«  ^p^"'  a:,'    dx,  .x^""    dx^...  x,^X^    dx„^^ 

^  r(m,)r(ma)...r(m/,)  r*  /  mia,        __^2a2_  ^nan  \v''^ 

r(r)r(m— r-Ht)J„     U-t-a,t;"^  r+^"^""*"l-ha„t)/~ 

In  questa  6  compresa  come  caso  particolare  la  formai 
(20),  sicché  la  formula  (52)  dà  il  valore  d'un  integrale  mul 
tiplo  di  cui  ò  caso  particolare  quello  del  Sig.  Gatalan,  e  j 
cui  il  metodo  usato  da  questo  illustre  geometra  non  sem 
brerebbe  applicabile  finché  gli  esponenti  mn  ed  r  sono  di 
versi  Tun  dalfaltro. 

Si  può  trasformare  l'integrale  multiplo  della  formula  (52 
con  la  sostituzione  delle  variabili  u^  risultanti  dall'  equazio 
no  (46),  e  se  ne  conchiuderanno  teoremi  sugl'integrali  ipe 
rcilittici  o  Abeliani,  che  saranno  più  generali  di  quelli  chi 
ha  ottenuti  il  Signor  Gatalan  trasformando  l'integralo  (22) 

Osserverò  inoltre  con  lo  stesso  Sig.  Gatalan,  che  da  ogn 
fòrmula  trovata  altre  si  dedurranno  integrando,  o  differen 
ziando  rispetto  a  quantità  indipendenti  dalle  variabili;  e  in 
fine  resterebbe  a  cercare  che  divengano  le  medesime  for 
mule,  quando  la  grandezza  relativa  delle  costanti  Un-i  j  an 
a,  b  non  sia  quale  fu  supposta  nel  10." 

13.°  Indicata  cofìJ\x)  una  funzione  qualsivoglia  di  x^  co 
mi ,  m^  ..•  tn/z.i  esponenti  positivi,  e  con  m  la  loro  sononoa 
avremo  dalle  formule  (3)  e  (6) 


Sn^) 


»i  -i     .  m   -I     -  m        -I     - 

07.  '     ojc,  .x  2     dXa  ...  X  "-»      dx,... 


\m-^\ 


m   -l      ,  in  -I     -  m        -I 


=  (-/■(-  

Jan     \a„  ' 


m         m  ni 
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sotto  lo  condizioni  (l),  (2),  (4).  Il  secondo  membro  di  que- 
sta equazione  si  riduce  ad  un  integrale  semplice,  merco  la 
formula  (23),  essendo 

onde  il  sao  valore  è 

i_  r(m.)  r(ffi,)  ...  r(m„,.)  r'^_^  y-zlzJw  • 

cambiando  qui  t  in  1  —  z,  e  sostituendo,  se  ne  conchiudc 


m    -I     ,  w    -I     _  M        -I 


;,  a:   »      da:,.  a:_  ^     dx^.  .  .  x  ''-»'  dx;,,, 

(53)  J/fr) :;.^i 


?  '  r 

1  r(w,)rK) ...  r(m„.,)r' 


m         m  nt 


""      a.'  a/...a,.rrH 
Nei  due  membri  di  questa    equazione    mettiamo  general- 


mente 1  +  Gii  '*  in  luogo  di  a/ ,  supposto  r  >>>  0  ,  e  dopo 
averli  moltiplicati  per  di  ,  integriamo  dat  =  0,at=oo, 
facendo 

1 


^> 


1  -4-  p^  '• 

avremo 
facendo  invece 
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=  r  ,  ai  —  a^  =  «y 


l-f-a„t  '• 


avremo 


r  ^A-^} 


m  fR  M 


(a, —«il?)   M«a— «at?)  ^..(a«-i— a«-it>)   '*"* 
è  chiaro  da  ciò,  che  se  si  pone 

(54)    ; 

si  avrà 

(55)  l^^'-.a?/    dx,.a?/    dx^...  a:''-*    dx^, 

.,  nm.)r(m,)..  r(m„-,)  /"  «-'•(l-p)'-'  do  «(.(») 


""-  r(m) 


^r' «— "(1— p)"-  <io  <f>(p)  •  i 

> 

Questa  formula  sommioislra  la  (42),  se  si  prende  "^ 

m    -l  V 

f(x)  =  x   '^     }  ] 

i 

se  poi  si  prende  r  =  m ,  il  cbc  dà,  per  le  (54) , 

<ì>(x)  =  g»(x)  ,  [ 

ponendo 

9(.r)  =  F(l  —  x) ,    »  =  1  — *,  ,1 
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si  ottiene 

m  -I  m  -I  IN 

j,  *     dar, .  0?,*    dj:a...x„^,"'djp/i-, 


(56)      f' —  F(x,-!-jr,-!-...H-ir„.,) 


_  r(m,)r(m,)...r(m;,-,)r' r-'F(l)d^ 

r(m)  f-  m  .  m 


■f 


formula  data  dal  Sig.  Schiòmilcb  negli  ÀmuUi  del  Sig.  Prof. 
Tortolini  (1852,  p.  328).  L'integrale  maltiplo  del  primo  mem- 
bro soppone 

ma  é  facile  ai  limiti  0  e  1  sosti taime  altri  due  positivi  A  o 
B  presi  ad  arbitrio,  quali  sono  adoperati  dal  Sig.  Scbiòroilchi 

dappoiché  cambiando  generalmente  Xt  in  -^  si  avranno  per 

A 

limiti  0  e  A,  cambiando  x^  in  -^  si  avranno  per  limiti  0  e 

B 

Bt  e  inGne,  sottraendo,  si  troveranno  i  limiti  A  e  B.  La  for* 
mola  del  Sig.  Schlómiich  è  dunque  un  caso  particolare  della 
nostra  (55);  anzi  egli  nella  sua  dimostrazione  ammette  che 
i  coefficienti  a,  /3,  7  ....  siano  positivi,  mentre  nella  formu- 
la (56)  ogni  coefficiente  a.  può  esser  positivo ,  o  negativo , 
bastando  che  siano  positivi  ai  ,  a,  ,  ...  un  • 

Si  differenzino  rispetto  ad  a„  ,  considerando  come  co- 
stanti a,  ,  a^  ,  .  .  .  ft/i.i  i  due  membri  della  (56) ,  e  poscia 
si  faccia 

t=  /S„„  >     F(«)=/(l-^), 

ni  ni  ir» 

R  =  (1  .^-aiv)    '(ì  -t-  a^v)  '...  (1  •+-  a„.tv)  ""•  : 
si  otterrà 
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__rK)r(m,)  ...r(m„-,)/-"  /     m,  m. 


Jo    Vl-f.  a|t? 


a„r(m-hl)  Jo    Vl-f.  ait?      l-f-aa« 


••  •• 


i-t-a, 
Ma  le  formale  (3)  e  (6)  cambiano  il  primo  membro  in 


/i-^Cr) 


iw  -1  m  —  1  m       -i 


Ut         IVI  /vt 

«I       «a     •••    ««-i 


ove  bisogna  sostituire  a  p  Tcspressione  (5)  :  dunque 


.        '/i-i  r(mjr(m,ì...r(m«-J 
:a         a     ...a 


m  m  m 

2 

I      2      n-i  r(wn-i) 


tn/i-i      \    ^  ,  ^     1       \di? 

formula  da  cui  dipende  come  caso  particolarissimo  la  (22). 
Le  funzioni  9  e  (p  che  entrano  nella  formula  (55)  sono 
determinate  dalle  (54)  per  mezzo  d*una  terza  funzione  y*: 
ma  si  può  evitar  Tuso  di  questa  funzione  sussidiaria,  poiché 
con  un  metodo  insegnato  da  Abel  (Oevresj  tom.  I^  p.  27),  e 
dal  Sig.  Liouville  (Journal  de  Math.,  t.  IV^  p.  232 — 235),  si 
può  trarre  il  valore  diy^i?)  dalla  seconda  delle  (54),  e  sosti- 
tuendolo indi  nella  prima  si  avrà  9  espressa  direttamente 
per  ip 

Torino  25  Agosto  1853. 
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INTORNO  AD  ALCUNI  TEOREMI 
DI  GEOMETRIA 

MEMOSIÀ 
DEL  SIC.  PROr.  f,  BRIOSCHI 


PARTE  PRIMA 


Dalla  teorica  dei  determinanti,  ponendo 

10  0  0 


A= 


0 

a,/3  —  «jS. 

a.^  -  a/3. 

«3/3  —  a/33    •••• 

0 

/3. 7-/37. 

/3.7  -  P'A 

/337— /373    — 

0 

• 

7,8  —  y5, 

•        •        •        • 

yji  —  yS,. 

1        •        •        •        • 

1 

7^5  —  7d3    .... 

B= 


a 

«I 

«a 

«3 

•  ••• 

/3 

/3. 

^, 

/33 

•  •  •  • 

7 

7i 

7a 

73 

•  •  •  ■ 

• 

5. 

•        • 

«a 

• 

•            • 

•  ••■ 

• 

c= 


X  /3  0  0  ... 
fx  — a  7  0  ... 
V  0-/3  5  ... 
§      0    0—7  ... 


e  sapponendo  che  le  indeterminate  X,  /x,  y,  |  ....  soddisfino 
le  equazioni  : 

aX  -+-  /3/x  -4-  yv-h  5?  .  .  .  .  =  l 
aiX-4-/S,/x  4-  7iV -1-5,5  .  .  .  .  =  0 
a^X  -t-  /Sji/x  -h  72V  -4-  ij^  .  . .  =  0    ce. 


(458) 


si  ha 


A  =  BC         (*) 

Notisi  che  ritenendo  essere  n  il  numero  delle  a,  oci  ,  a,  •..• 
risulta  : 

C  =  (— 1)*-^'  fiyi  .... 

e  quindi  supposte 

e  considerando  solamente  i  primi  sedici  elementi  del  deter- 
minante B  si  ha: 


(1) 


«I— ^i    «a— ^.    ec^—P.■ 

I 


l     Ui     0C2    ec^ 

l    7i    Yi    73 
1     5,     J,     «3 


Il  determinante  del  secondo  membro  rappresenta  il  seslnpio 
del  volume  della  piramide  i  vertici  della  quale  hanno  ^ 
coordinate  le 

«i ,  «a  j  «3  ;    /3i  ^  /3a  j  /33>    7«  f  7»  ♦  73 }    5, ,  J^  ,  8j. 

Ora  se  con  X,  (i^  v  si  indicano  le  lunghezze  di  quegli  spi- 
goli di  essa  piramide^  i  quali  hanno  i  termini  nel  primo  e 
secondo^  secondo  e  terzo,  terzo  e  quarto  dei  punti  suddetti, 
e  se  con  ^i ,  6i  ,  Ci  ;  a,,  &a  9  ^a  ;  ^3  9  ^3  9  ^3  si  indicano  i 
coseni  degli  angoli  che  quegli  spigoli  fanno  ordinatamente 
cogli  assi  ortogonali;  dall'equazione  (1)  si  avrà  : 


(')  Di  queste  relazioni  fece  già  uso  il  Sig.  Hermìte  in  una  im- 
portante ricerca  nella  teoria  dei  numeri.  Vedi  Journal  de  Lioaville. 
T.  14. 


A/xv 


(  459) 
ai  ,     *,  ,     e, 

«a  >      *a  »      ^1 
«3  >      *3  >      *3 


=  ±6V 


e  quindi  essendo  : 


«a  >   *a  >  <^a 

«3  >   *3>   ^3 


1     (X/x)    (Xv) 

(Xfi)  1    (N 


nella  quale  (X/x)  indica  il  coseno  dell'angolo  compreso  dagli 
spigoli  X,  jjl;  risulta  : 

Osserviamo  che  indicando  con  (ù  ,  0  y  vi  i  coseni  degli  an- 
geli  che  una  perpendicolare  al  piano  determinalo  degli  spi- 
goli di  X,  [i  fa  cogli  assi  si  hanno  le  relazioni  : 


2)     «==t*-i^^,  9= 

sen  A[JL 


gi«a— gafli 

sen  Xju. 


Olia— OA 

senXfx 


=±:senX/x(ajCjH-Ì39-+-c3>7)=  dzscnX/xscnXvsen(X/i,  uirj) 


quindi 
«I  il  <^i 
[3)  a,  6,  e, 

«3  h  Cò 

nella  quale  il  simbolo  (X/x,  /xv)  dinota  l'angolo  diedro  com- 
preso dalle  faccie  determinate  degli  spigoli  dì  X^jui;  fx,  u. 
Si  avrà  per  conseguenza  : 


V  =  -^  X/xv  sen  X/x  sen  fxv  sen(X/x,  /xv) , 


(  460) 
e  da  questa  se  con  A,  B  si  denotano  le  aree  di  quelle  fac- 
cie  si  avrà  la  nota  forinola  : 

2    AB 

V  =  -^ sen{Xfx.,  jxv) . 

O        fJL 

Se  con  Xi  y  fXi ,  Vi  si  indicano  gli  spigoli  della  piramide  che 
uniscono  i  ponti  secondo  e  quarto,  quarto  e  primo ,  primo 
e  terzo;  e  con  a',  i',  e'  ,  ....  si  indicano  i  coseni  degli 
angoli,  che  gli  spigoli  medesimi  fanno  coi  tre  assi  ;  osser- 
vando all'equazione  : 


(4) 


«l 

i, 

c, 

«2 

4a 

C2 

«3 

*3 

C3 

a'    b'    e' 


a"  A"     e" 


a'"  4'"  e'" 


(XX,)      (X/x.)    (XvO 
(/*Xi)    (fxfij    (fivO 
(vXi)     (ifi.)     (vvj 


e  chiamando  H  per  brevità  il  determinante  del  secondo  mem- 
bro, si  avrà  : 

1 

V*=  gg  X/xv  Xi  fx,  Vi  H  . 

Questa  penultima  equazione,  avuto  riguardo  alla  (3)  dà  fa- 
cilmente : 

sen  Xfji  senX,/Xi  sen/xv  sen  |XiVsen(X/x,  fxv)  sen(XifXi  ,  /X|Vi)r=H. 

Singolare  relazione  la  quale  venne  già  dimostrata  dal  Ghia- 
rissimo  Sig.  Prof.  Bordoni  in  una  nota  alla  seconda  edizione 
del  trattato  di  Geodesia.  Chiamo  R  ,  S  i  determinanti  del 
primo  membro  delle  (4)  ed  O), ,  di  ,  )9i  i  coseni  degli  an- 
goli che  la  perpendicolare  al  piano  determinato  dagli  spigoli 
Xi  .  /Xi ,  fa  coi  tre  assi  :  dalla  medesima  equazione  (4)  si 
ha  :. 

dR      dS  dR     dS  dR      dS    _  dH 

daa      da3  db^    d/Sa  dcj    de"'        d(vy,) 


(461  ) 
ossia  avuto  rigaardo  alle  equazioni  (2)  : 

sen  X/JL  scoXifXi  (cjw,  -4-  69,  -f-  rro,)=  (XX,)(/x/x,)  —  (X/x,)(/xX,) 

od  anche 

senXfx  senXijx,  cos(XfJii ,  X,  /x,)  =(XX,)(fJL/Ji,)  —  (X/x,)(Xi]u.) 

Questa  relazione,  e  le   sue  analoghe    sono  pure    dovute  al 
Sig.  Prof.  Bordoni. 

Indicando  con  A  la  minima  distanza  fra  gli  spigoli  opposti 
X,  V  il  primo  membro  dell'equazione  (1)  6  eguale  a  : 

AXvsenXvy 
quindi  si  avrà  la  nota  formola  : 

1 

V  =  zt  -T-  AXvsenXv. 
6 

Considerando  i  primi  nove  elementi  della  formola  (1),  e  pò- 
sto 


X, 


X. 


J?\ 


«.  =  —  ,      ^'  =  T  '      ì^'  ~  T  ' 
a  a  a 


si  ha  la  equazione  .* 


—   T"  »  Va  i 


(5) 


X,  —  afj 

y. 

y» 

a 

& 

Xt    X3 

y» 

—  Vi 

a 

b 

1     ZI      ^_L 


b 

9 

a 

y» 

a 

y. 
b 

^3 

a 

Vi 

b 

1  —   "^ 


Se  si  suppongono  x, ,  j^,  ;  x,  ,  «/ai  <>:] ,  yj  essere  coordinate 


<  462) 
(fi  tre  ponti  Àcoad  «afra  b  diisse  di  coi  i  aeniassi  sono  a, 
à  ;  indic^uio  con  A  l'jrea  del  triangolo  afente  i  Tcrtici  in 
•{nei  ^rc  punti  :  il  iecondo  Besbro  di  qnest*  nltima    eqna- 
aone  e  eguale  a  : 

2à 
-a*    • 

Ora  se  cun  À«  ul,  v  si  indicano  i  lati  del  triangolo  ,  con  f, 
m^  m  i  icniidianietri  paralleli  si*lianno  : 


vJfi  —  'J"*   .      (jFt  —  Jfa)^ 


y 


d^ 

4» 

IJ^? 

— -«l 

a" 

• 

(ys 

-y.r 

tJfi 

—  Xi 

'3 

y^ 

-y3)' 

T   » 


4 


t  > 


4* 


(|uiatii  qujiraado  la  equazione  (5)  si  arra  : 


4A' 


'L      Liv-l  _  ^1  _  !^\ 


2\m' 


X* 


X' 


A  V     \  A 


da  cui 


Hamnienlando  la  espressione  dell'area  di  an  triangolo  ìn- 
Hcrillo  in  una  ellisse  dovuta  a  Mac-Cnllagh  ed  a  Joachims- 
Ibal  la   quale  é: 


n 


ì 


(6) 


(  463  ) 
4        Imn 


Sì  ba  ana  relazione  fra  i  lati  del  triangolo  inscritto ,  ed  i 
semidiametri  rispettivamente  paralleli.  Analogamente  dalla 
equazione  (1)  si  ha  : 


1 

Xt 

y. 

«I 

■ 

•*' I  ■     "*'^2 

yi   y^ 
b 

Zx—Z:, 

1 

a 
x^ 

ya 

e 

«a 

a 

• 

C 

^2       ^3 

ya— ya 

6 

^2— -83 

s= — 

1 

a 

X3 

6 

y3 

C 

^3 

6V 

a 

C 

abc 

X^ X(^ 

ya— y4 
b 

^3— ^'» 

1 

a 

y4 

C 

«4 

a 

• 

C 

a 

b 

e 

indicando  con  Vii  volume  della  piramide  inscritta  nelfEllissoide 
di  cui  i  semiassi  sono  a,  bj  e.  Quadrando  quest*ultima  equa« 
zione  si  ha  : 


,—  >    A  ,     B 


l 


36V^ 


2 


^2     f  2        2 

a   0   c 


I 


A  ,      -7-,     e 


B,      C,     ^^ 


avendo  posto  per  brevità  : 


A=: 


(  464  ) 
2  U*       l' 


al» 


B  —IJjL-l.  1^  _   ^    _  ^'\ 

'2\m',        i\         nV  ' 


ossia 


~12K     Lu*^r.Am»m', 


la     II      «»     •»     • 


31    a 

ni», 


l^\  V 


m  I  «*,' 


X%  v\ 


^'.  X», 


(}L   ìlVÌl2li^  /^jf^-.  j^_  f^!iZ."\ 

'  n*       n\/V  r  r.         mW,       n'  n*.        m%  T,  / 


X2..2  : 
fi  V 


/"m^i 


2_2 


Le  X,  [ly  v;  X|  ,  /Zi,  v^  come  vedesi  facilmente  sano  gli  spi- 
goli delia  piramide,  e  le  /,  m,  n;  {|  ,  m,  ,  iii  i  semidiame- 
tri paralleli. 

La  espressione  trovata  del  Sig.  Joachimsthal  pel  volaoK 
della  piramide  inscritta  neirEllissoide  è  più  simmetrica  delU 
supcriore,  ed  ha  la  stessa  forma  di  qaella  trovata  più  sopri 
per  Tarea  del  triangolo  inscritto  neirellisse.  Questa  espres- 
sione è  la  seguente  : 


abcm  /^F/^^i 
\//,  /nm, 


fJL/X,       w,  \/XX, 
tnmw      nn 


1^ 
nn 


;)(   u, 


wXX,       fxjx,    _vv5_\ 
,/vUi   *^  iwmi  fini  ' 

-4-^)1, 
nii|  /J 


XX,  .    /x/Ji, 


(  465) 
ale  insieme  alla  superiore  danno  una  relazione  fra  gli 
i  della  piramide,  ed  i  semidiametri   paralleli.    Se  nel 
del  triangolo  poniamo  per  brevità  : 

a=—        i  =  ^,      c=  — 


caso  della  piramide  : 


a 


XX, 


_  f^f*t       ^  _    Wi 


6  = 


III  imiii  iiii| 

aatità  sotto  il  segno  radicale  nelle  espressioni  dclfarea 
volarne  di  quel  triangolo  e  di  quella  piramide  saranno 

esentabili  col  determinante  : 

j 


0 


I 


0    e    b 


b    e    0    a 
e    b    a    0 


Olii 
1    0    e»   &» 
1    e»   0    a' 
1    *'   o*  0 


te  le  equazioni  delle  rette  lati  di  on  triangolo  detcr- 
re  l'arca  del  medesimo  ? 


no 


OiX 

-+- 

*iy 

■+■ 

Ci 

= 

0 

a^x 

-H 

b,y 

•+- 

e. 

= 

0 

a^or 

-f- 

hy 

-f- 

«3 

= 

0 

(7) 


nazioni  dei  lati;  e  si  denotino  con  u^  ,  jSs  ;^  a^  ,  /S,  ; 
3k  ,  le  coordinate  dei  pantì  di  intersezione  dei  lati  pri- 
secondo,  primo  e  terzo,   secondo  e  terzo.  Chiamo  A 
i  del  triangolo  si  avrà  : 

1     «I    ^. 

1       «a      i3, 

1     «3    /Sa 

\aH  di  Scienze  Mal.  e  Fit.  T.  IV.  dicembre  18tf3.  30 


A  =  z!=i 


{ 


tì») 


1  t         r 


a.    ^'    '^ 


da» 


ec 


— al- 
do i 


^«io*  ••'^ 


SiT,  4^'  **" 


-—    Ar^    4*3 

•4"^  .  •    at 

.    ^àVc»»**^**  ^^ì  uà  1«^'*' 

^  *»  '  •'•Jet  >«**  * 
ài  C980  sa'  l    -jr-iTl^  e^ 


esscii 


do' 


A= 


(467) 

a,     i,     Ci     di 

«a      *a      ^2      ^2 
«3      h      «3      ^3 

«4     ^4      ^4     ^4     1 

Mediante  queste  forinole  si  possono  determinare  l'area  del 
triangolo  circoscritto  ad  una  ellisse,  ed  il  volume  del  tetrae- 
dro circoscritto  ad  un  ellissoide  allorquando  si  conoscano  le 
coordinate  dei  punti  di  contatto.  Sieno  : 

a  a 

fa  equazione  defrellisse;  Xi  j  y^;  x^,  ya  ;  j?3 ,  y^  le  coor- 
dinate dei  punti  di  contatto.  Le  equazioni  dei  Iati  saranno: 


a 


l^,-l=« 


^.+p.,-i=o 


quindi  indicando  con  H  Tarea  del  triangolo  inscritto  avente 
ì  vertici  in  quei  tre  punlii  ed  ce,  /3,  7  le  aree  dei  triangoli 
aventi  ciascuno  un  vertice  al  centro  e  per  base  uno  dei  lati 
del  triangolo  inscritto  si  avrà  : 


A  = 


g^  b^    ÌV 
4      «jSy  • 


Notiamo  che  indicando  con  X,  fx,  v  i  lati  del    triangolo  in- 
scritto, ed  If  my  n  i  semidiametri  paralleli  :  si  hanno  : 


(  4M  ) 

"  =  ¥tI/(*-Tf)' 


e  quindi  sostitaendo: 

*  ^  ^  ree  -  T  f)c  - 1  S)c  - 1  ^)y 

Ora  se  con  «, ,  p,  ;  a»  ,  ^2  ;  «3  .  ^3  i  X„  /x„  v.;  I»,  m„  «„ 
si  denotano  le  coordinate  dei  vertici  degli  angoli  del  trian- 
golo circoscritto,  le  langhezze  dei  lati  del  medesimo,  ed  i 
semidiametri  paralleli  ai  lati  stessi  si  hanno  : 

«' — 25~'  '^' — 2r~'  "' — 2^*"- 

per  cui  sostitaendo  si  otterranno  le: 

i,  —  2  /37  '       m,^  2    flsy  '        n,  ~"  2    a/3  ' 
Per  queste  ultime  ha  luogo  la  : 

X\  jx',  v'.       A»  _    4     A4 
l\m\  n*,"  «/37~  o'  i*   H' 

e  quindi  osservata  l'equazione  (6)  si  hanno  le 


(  469  ) 


8      {mn  /i  m,  n,  '  li  m,  iii        2       Imi 


V 

Imn 


Se  coQ  f^  q,  r  si  indicano  le  lunghezze  delle  perpendicolari 
condotte  dal  centro  ai  lati  del  triangolo  circoscrìtto  si  avran- 
no, come  é  noto: 

Z,p  =  m, jf  =  fi,r  =  ai  , 
e  quindi 

Considerando  TEIIissoide  rappresentata  dall'equazione  : 

a        o         c 

se  si  chiamano  o^t  ,  yi  ,  x^  y  x^  9  ya  9  i^s  •  •  •  •  le  coordinate 
dei  quattro  punti  di  contatto  di  essa  colle  faccio  di  un  te- 
traedro circoscritto,  Y  il  volume  di  questo,  U  il  volume  del 
tetraedro  inscritto;  a  ,  jS,  7  9  S  i  volumi  dei  tetraedri  aventi 
il  vertice  nel  centro  deirEllissoide  ,  e  per  basi  le  faccio  del- 
Tinscritto  si  ha  : 

a»  b^  e*       U^ 

(9)  V  = 


36        afiyò 

Indicando  con  A,  B,  G,  D  le  aree  delle  faccio  di  un  tetrae- 
dro si  hanno  facilmente  le  espressioni  : 

1  A^ 

^  =   2  d A^  dA    dA   ^<^''  "*"  *'"  "*"  ^''*  ' 
d(/a  idi   ddi^ 

"  =  T  dA    d^M  ^''("'"  -^  *'»  -^  '''^  '  ''■ 
Adi   Adi   Ad^ 


(470) 
Se  il  teCraedro  è  il  citcoscritto  all'Ellissoide  saranno  : 


A  = 


B  = 


«»*'«•     U' 


12 

0*  ^"  e' 


12       «7$ 


ossia  indicando  con  ft  t  Pit  Pì  ,  f'.  le  lunghezze  delle  per- 
pendicolari condotte  dal  centro  dell'  Ellissoide  alle  faccie 
del  tetraedro  circoscritto,  si  hanno  le: 

j»,  A  :  pJR  :  />;,C  ipij)  =  a  :  j8  : 7  :  d . 

Indicando  con  «i  ,  ^i ,  7i  ;  «i  >  /S,  ,  ^2  •  *  •  •  le  coordinate 
dei  vertici  degli  angoli  del  tetraedro  circoscritto;  dalle  equa- 
zioni delle  faccie  si  hanno  i  valori  : 


ec 


dA 


dA 


d-c,  drx 


dy,  dr,  di, 


essendo  posto  per  brevità  : 


A  = 


^i    »i     «,    ^ 

^a     »a      «a      f;. 


a^3    ya    ^j    ^3 

Moliamo  che  io  questa  espressione  si  ha 

r,  =r2»r3=Tr4=?l 
per  coi  risulteranno  : 

A=-6U,     l^  =  :±:6a.       ^'. 

dr,  dr, 

drj  dr4 


:t67, 


(  471  ) 
I  ralori  superiori  danno: 

"'       **  36.73\d«a  dr.       dx,  dr J  ' 

0  come  é  noto  'dalla  teorica  dei  determinanti  > 

o»  d'A  a'    U  , 

«•-«'=- 36:^ "^ i^rci;" " "^^  6" ^<»**'-y''«> 

Indicando  con  A,  ^  X,;  juti  9  jx,;  Vf  ,  1^  gli  spigoli. del  te^ 
traedro  circoscritto;  con  X'f  V }  /x'»  [i"  ;  1/9  v"  qaelli  dell'in- 
scritto; Il  »  la  ;  m,  ,  ifij  ;  ni  9  n,  ;  T,  i"  ;  m',  m"  ;  n',  h"  ;  i 
i  semidiametri  dell'Ellissoide  rispettivamente  paralleli  a  que- 
gli spigoli,  si  ayrà  : 


e  qaindi 


»  •■    t 


dalla  quale  sfilnppando  ed  osservando  che  le  ^3  9  ya  9  ^3  > 
l    ^4  9  y4  9  24  soddisfano  aireqnazione  (8)  si  ha  : 


X\_  g'  b*  e'   JL  ^  A  _  JL  ^\ 

Pi  ~    36    7'  d*  V'^  \       4  r'"  ; 

In  questo  modo  si  ottengono  le  seguenti  sei  equazioni  : 

h_  _abc  ^^.  >2-   —^  IL  ^T 

h     ~T  7«    l"    ^''        /,     ~  6    a/3    r      "' 

fJL,        abc  U     /Jt"  fXa   _aAc  U     f// 

mi         6    ]So  m''  m^         6    07    m' 

V,  afte  U     /  Va    aòc  V     1/    ^ 


(472) 
nelle  quali  le  L^  »  M^  •*•—  sono  poste  per  bre?ilà  in  lao{ 
dei  radicali.  Da  queste  equazioni  osservando  alla  (9)  si  o 
tiene  la  : 


PARTE  SECONDA 


Considerando  i  primi  nove  elementi  della  formola  (1)  , 
ponendo  : 


«1  = 
si  ha  : 


m,  —  ai 


«2  = 


lo* 


m,  —  a 


mi  —  bi 


ei 


M|Ma 


(m, 
(fili 


—  c,)(a,  —  *i)     (ma  —  C2)[a^  —  62) 

—  «i)(*i  —  ^1)      ("»2  —  «a)(*a  —  ^a) 

1  1 


fili  —  ai      «la  —  aj 


m, 


òi         fila  —   Aa 


1     - 


essendo 


Iflf    —Ci         fila   —   Ca 

M,  =  (m,  —  ai)(m,  —  A,)(m,  —  e,) 

Ma  =  (fila  —  aa)(ma  —  Aa)(»»a  —  Cj). 


Ora  se  ai  9  il  ,  Ci  y  mi   si  ritengono  essere  le  distarne 
quattro  punti  siluati  sopra    una   medesima  retta  Lg   da  1 
punto  di  essa;  ed  analogamente  a,  9  ia  »  ^a  >  ^m  f^^  ^^  <^l^ 
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relU  La  ;  il  determinante  del  primo    membro  eguaglialo  a 
zero  dà  luogo  all'equazione  : 

(mi  —  C^){ai  —  g,)_  (fila  —  Ca)(ga  —  ^J 

(m,  —  a»)(6i  —  c.)     (m,  —  a^)(b^  —  e,) 

la  quale  esprime  la  eguaglianza  dei  rapporti  anarmonici  di 
quei  due  sistemi  di  quattro  punti  ;  ossia  esprime  essere  le 
rette  Lj  j  La  divise  omograficamente. 

Se  i  punti  di  cui  le  distanze  sono  m^ ,  m^  si  suppongono 
coincidere;  e  si  assume  questo  punto  quale  origine  di  assi 
coordinati,  e  le  due  rette  Li ,  La  quali  assi  delle  Xj  e  delle 
y,  la  equazione  superiore  darà  : 


<?i(ai— *i)  j      Ca(«2— *a) 


«i(*i~  <^i)  >      aa(*a— ^a) 


=        1 


Ci 


«a 

e. 


=  0 


Sussistendo  questa  equazione  le  due  rttte  saranno  ancora 
divise  omograficamente,  e  queste  ultime  equazioni  conside- 
derate  a  parte  dimostrano  due  proprietà  che  si  verificano  in 
questo  caso. 

I.""  che  i  punti  di  intersezione  delle  rette  le  quali  uniscono 
a  due  a  duo  i  punti  di  divisione  corrispondenti  ma  non  omo- 
loghi dèlie  rette  Li ,  La  sono  situati  in  una  medesima  retta 
passante  per  Torigine  (Chasles,  Geometrie  Supérieure,  p.  73). 

2.^  Che  le  rette  le  quali  uniscono  a  due  a  due  i  punti 
omologhi  di  divisione  si  incontrano  in  un  medesimo  punto. 
(Ghasles,  Geometrie  Snpérieure,  p.  70). 

La  equazione 


(474) 


1        _i_-  ' 

nti  —  ai  Illa  —  Ca 


1, 


1, 


nii  —  6,  m^  —  ò 


=  0 


m, 


m»  —  e 


3 


rappresentando  la  eguaglianza  dei  rapporti  anarmonici  di  due 
sistemi  di  quattro  punti  conterrà  come  caso  particolare  Hn- 
▼oluzione  di  sei  punti  (Ghasles  6.  S.  pag.  128).  Basterà  a 
quest'uopo  far  coincidere  opportunamente  due  punti  della 
retta  L,  con  due  punti  della  retta  L,.  Quindi  la  in?oluzione  di 
sei  punti  Terrà    rappresentata  dalle  seguenti  equazioni  : 


(10) 


1  -1—     — * 

1,     ■  I 


(la  —  Ui  ai  —  a. 


1, 


«3    —   *i  «i    —    Aa 


=0    ec. 


1, 


a,  -^  €i 


«i 


Al  §.  4.''  del  Cap-^*  XX.»  della  G.  S.  il  Sig.  Chasles  dimo- 
stra che  :  quando  due  lati  di  un  esagono  sono  di?isi  omo* 
graficamente  dagli  altri  quattro,  lo  tre  diagonali  che  uniscono 
i  vertici  opposti  passano  per  un  medesimo  punto,  e  recipro- 
camente. Questo  teorema  vedesi  facilmente  essere  un  corol- 
lario delU  prima  proposizione  dimostrata  qui  sopra  ;  quale 
corollario  della  seconda  proposizione  abbiamo  il  seguente 
teorema  : 

Si  immagini  Tesagono  ABGDEF  e  si  chiami  0  il  punto 
d'incontro  di  due  lati  opposti  AB,  DE;  R  il  puntò  d*incon- 
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tro  della  diagonale  CF  ,e  del  14%: AB,  ed  S  il  punto  d*  in- 
contro di  quella  diagonale,  e  del  lato  ED;  allorquando  i  due 
astemi  di  quattro  punti  0  ,  B,  A,  B  ;  O,  S,  D,  E,  che  si 
corrispondono  rispetti?aniente  avranno  i  loro  rapporti  anar- 
monici  eguali;  le  tre  diagonali  che  uniscono  i  vertici  opposti 
si  incontreranno  in  un  medesimo  punto.  Anche  la  proposi- 
zione dimostrata  dal  Sig.  Ghasles  (pag.  304)  :  quando  in  un 
esagono  ABGDEF  i  raggi  condotti  dai  due  vertici  B,  E  agii 
altri  quattro  formano  due  fasci  omograGci ,  i  punti  di  con- 
corso dei  lati  opposti  sono  in  una  medesima  retta;  ò  un  co- 
rollarìo  della  prima  di  quelle  proposizioni  potendosi  sosti- 
tuire alPomograGa  dei  fasci,  la  omogra6a  dei  punti  di  inter- 
sezione delle  rette  AG^  FD  colle  rette  componenti  i  fasci 
medesimi. 

Dimostrasi  poi  facilmente,  che  in  questo  caso  l'esagono  ò 
inscritto  in  una  linea  del  secondo  ordine.  Infatti  assumendo 
le  rette  A€,  FD  come  assi  delle  y  e  delle  x^  ed  il  loro  punto 
di  concorso  come  orìgine  delle  cordinate;  indicando  con  a,  e 
le  ordinate  dei  punti  A,  G  pei  quali  l'ascissa  ò  nulla»  e  con 
fj  d  le  ascisse,  dei  punti  F,  D;  inoltre  con  m,  n  le  ordinate 
dei  punti,  io  cui  i  lati  ED,  EF  dell'esagono  incontrano  Tasse 
delle  y,  e  con  r,  $  le  ascisse  dei  punti ,  in  cui  i  lati  BA , 
BG  incontrano  Tasse  delle  or;  e  finalmente  con  i^i  ,  yi  ;  ^a  , 
y^  le  coordinate  dei  punti  B^  E;  la  eguaglianza  dei  rapporti 
anarmonici  risultanti  dai  due  sistemi  di  quattro  punti  di  in- 
tersezione darà  : 


(r_/)(d  — ,)        [fn^a)(c-n) 
(r-i)[d-f)         [m-n)(c-a) 


=0. 


Ma  é  evidente  essere 


ex,                     ax,                     </y,  /y, 

r=  ,     s  =  ;     m= ,     n  — 


c_y,  a— y,  d— ara  f—x^ 
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qniodi  sostituendo  e  ridacendo  : 

ex,  -f./y,  —  ef  ^  ax,-4-dya  —  ai  i      ^ 

Ora  se  snppooiamo  che  le  x, ,  y,  rappresentìoo  coordioite 
di  OD  punto  qnalanqne  di  una  linea,  qaest'altima  eqnaiiooe 
sarebbe  quella  di  una  linea  del  secondo  ordine  ,  e  siccome 
la  equazione  stessa  è  soddisfatta  ne  Tiene,  cbe  il  punto  di 
coordinate  x,  ,  yi  ,  ossia  il  punto  B  é  situato  sopra  questa 
linea.  Inoltre  quella  equazione  è  soddisfatta  allorquando  fac- 
ciasi : 

x^  =  Xj  f    yi=y3j    X,  =0,    y,  =a; 
a?i  =  0,    y,=c;    xi=/,    y,=0;    Xt=d^,    y^  =0. 

quindi  i  punti  E^  A,  G,  F,  D  saranno  pure  situati  sa  quella 
linea,  cioè  l'esagono  sarà  inscritto  in  una  conica.  È  questo 
il  teorema  di  Pascal;  da  esso  deducesi,  come  é  noto,  quello 
di  Briancbon  che  in  ogni  esagono  circoscritto  ad  una  conica 
le  diagonali  si  intersecano  in  un  medesimo  punto* 

Allorquando  due  esagoni  sono  Tuno  inscritto,  l'altro  cir- 
coscritto ad  una  medesima  conica  a  centro,  in  modo  che  i 
vertici  degli  angoli  dell'  inscritto  sieno  i  punti  di  contatto 
pel  secondo;  se  le  diagonali  del  primo  si  segheranno  in  on 
medesimo  punto>  i  Iati  opposti  del  secondo  si  segheranno  in 
punti  situati  sopra  una  medesima  retta.  Sieno  Xg,  y,;  x^j 
y,  .  .  •  le  coordinato  dei  vertici  dell'  esagono  inscritto  ;  la 
condizione  che  le  diagonali  si  seghino  in  uno  stesso  panto 
verrà  espressa  dalla  equazione  : 


x,y4  —  X4y,  ,     yi  —  y^  ,    x^  —  Xi 

«ayS  —  ^SVa  f      »a    —  yS  I      Xs  —  X^ 

Xù  ye  —  xevi ,    y3  —  ye  i    x^  —  x^ 


0. 


Ora  ìodicaado  con  : 
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fiMP*  =i=  ny*  =  h 


la  equazione  di  una  conica  a  centro;  sarà  : 

iiixr^dtfiyy^  =  A 

la  equazione  della  tangente  ad  essa  al  punto  di  coordinate 
^,. ,  y^  ;  e  se  a, ,  jS,  ;  a,  9  Pa  j  a3 ,  /Sa  dinotano  le  coor- 
dinate dei  punti  di  intersezione  dei  lati  opposti  dell'esagono 
circoscritto  si  hanno  : 


^    _  A      y.  —  V4 


/3. 


X^  "—  ^1 


ec. 


n    a?,y4  —  a?4y, 
quindi  Tcquazione  superiore  trasformasi  nella  : 


1,    «1  »    /3, 

1»      «2  ,      i8a 


=  0 


la  quale  appunto  dimostra  il  teorema  enunciato  (*). 

Se  si  indicano  con  mi  ,  a,  ,  Ai  ,  Ci  ;  m,  ,  a, ,  i,  ,  c^   le 
rette  costituenti  due  fasci,  e  nella  equazione  (1)  si  fanno: 

=  cotfiiiAi  y    7i  ss  cot.fiiiCi 
=  coLm^ia  9    7a  =  cot-m^Ca 


cci  =  cot.fiiiai  9 

/3. 

CCa   =  COt.flIaaa  j 

/3. 

si  ha  : 

cotntiai— cot.m,Ai ,  cot.m^aa— cot.ma^a 


C0t.fll|Ai — COt«miCi  9   COt.Ifla&a-— COt.IflaC^a 


I9   COttniGu  COt.flIaaa 
I9   CÒt.l}li&|,   COt.flIaAj 

I9  cot.m|C,9  cot.fii2C2 


(*)  Fedi  la  nota  alla  (ine. 
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Queste  espressioni  eguagliate  a  zero  danno  luogo  a  due 
equazioni  la  prima  delle  quali  contiene  la  eguaglianza  dei 
rapporti  anarmonici  di  quei  due  fasci  di  rette  (Ghasles^  G. 
S.  pag.  27).  La  seconda  di  esse  supponendo  che  le  rette  mi  , 
m,  coincidano  senza  che  ciò  abbia  luogo  pei  centri  dei  due 
fasci,  dimostra  cbe  le  altre  rette  di  un  fascio  incontrano  le 
analoghe  dell'altro  fascio  in  litica  retta  (Ghasles ,  pag.  71). 
Ciò  yedesi  facilmente  osser?ando  che  chiamata  r  la  distanza 
fra  i  due  centri,  ed  ^n  y,  ;  ^a  i  yi  ^  ^3  »  ys  le  coordinate 
di  quei  Ire  punti  di  intersezione  si  hanno  le:    > 


cot.fit,ai  =    ~ f   cot.fiiia-  =  -^     ce.  .  . 

yi  yi 


per  cui  quella  seconda  equazione  diventa  : 


1     a?i     y, 
1     x^    y, 

1     ^3     y3 


=  0 


cioè  quei  tre  punti  sono  in  linea  retta. 

Ciascuna  delle  suddette  equazioni  potrà  rappresentare  la 
iuToluzione  di  due  fasci  di  quattro  rette  ,  allorquando  si 
facciano  coincidere  opportunamente  due  rette  di  uo  fascio 
con  duje  rette  dell'altro.  Quindi  la  involuzione  potrà  espri- 
mersi con  una  delle  equazioni  : 


1  ,  cot.a^ai ,  cot.ajaa 
1  ,  coi-a^bi ,  cot.aiAs 
1  ,    cot.aaC| ,      cot.aiCa 


=  0  ce. 


Se  si  immagina  una  retta  cbe  seghi  quelle  sei  rette  a^a^f 
Ai ,  62  ,  Ci  ,  (?a  e  si  indicano  con  «i  j  a,  ,  ^r ,  ^^ ,   7, ,  y. 


(  479  ) 
i  sei  ponti  di  interseiione,  con  O  il  punto  di  concorso  delle 
sei  rette,  e  con  m,  n    gli    angoli    che  qaella  trasversale  fa 
colle  rette  Hj ,  a,  si  hanno  le  equazioni  : 


cota^ai  = 


Oa 


«2^1    seo.n 


1  Oa, 

— cot.n,  cot.aiaa= 


•     1         Oa,        1 


aia,  scn.m 
Oa.       1 


COt.Os^i  = 


Oz/Si    sen.n 
Oaa 


azy,      sen.n 


■f-col.n,  col  Oi^a  t= 


a,/?,   sen.m 
Oa,       1 


COt.Ifly 


—  cot.m 


e  quindi  sostitnendo  e  ridncendo: 


ai72  sen.m 


—  cot.m 


a,  ai  aia^ 
1         1 


«2/^,     «i/Sa 


=  0 


la  quale  osservando  la  (10)  si  vede  facilmente  esprimere  la 
involuzione  di  quei  sei  punti  di  intersezione  (Chasles,  p.l72). 


NOTA 

L'ultima  proposizione  può  generalizzarsi  mediante  il  se- 
guente teorema. 

Se  le  prime  polari,  di  una  linea  delPennesimo  ordine,  ri- 
spetto a  tre  punti  dati  si  intersecano  in  un  medesimo  ponto; 
i  tre  punti  poli  corrispondenti  sono  in  una  medesima  retta. 
Sia  9  =  0  reqnazione  della  linea;  Xj^  y^  Xt }  x^  ,  y^^  x^} 
^3  9  y^  9  ^3  1^  coordinate  di  tre  ponti  poli,  saranno  : 
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X  ^^u  ^*  ?!?-  — 0 


A(f  d^ 


a,   -r=— i-  Jf  a  ^^— f-  jJ,    ^   =  0 


J?3 


*  Ax 
A(f 


Ax 


4-y3 


A(f 


Aff 
d7 


d,-''ÌT  =  « 


le  equazioni  delle  tre  polari.  Se  queste  linee  del  grado 
ni  intersecano  in  ano  stesso  ponto  si  ha  : 


i-l 


»« 


=  0 


^3    yj    -3 

cioè  ec. 

Nello  stesso  modo  si  poò  dimostrare  il  teorema  più  gene- 
rale. 

Se  le  polari  dell'ordine  n — r,  di  una  linea  dell'  ennesimo 

j.         .      H       ,  (r-i-l)(r+2)        ,.  j  ..    .  .  . 
ordine,  rispetto  ad punti  dati  si  intersecano  in 

un  medesimo  punto;  gli  -^ poli comspondenli  so* 

no  in  una  linea  dell'erresimo  ordine. 

CorolL^  Se  sei  rette  polari  di  una  linea  del  terzo  ordine 
NI  segano  in  uno  stesso  punto  i  sei  poli  corrispondenti  sono 
Nituali  in  una  conica 

Un  teorema  analogo  ha  luogo  per  le  superficie. 

Questa  proposizione  è  anche  un  caso  particolare  del  teo- 
rema seguente  dato  dalla  teorica  delle  polari  reciproche. 

So  la  corda  di  contatto  dello  tangenti  condotte  da  on 
punto  dato  ad  una  conica  si  muove  conserfandosi  tangente 
ad  una  linea  deirennesima  classe  o  dell' n(ii — 1)  ordiae>iI  punto 
descrive  una  linea  dell'ennesimo  ordine. 

So  la  linea  alla  quale  conservasi  tangente  la  corda  di  ooo- 
tatto  sarà  del  secondo  ordine,  il  punto  descriverà  una  linea 
del  secondo  ordine  (Giorgini  --  Poncelet). 

Teoremi  analoghi  hanno  laogo  per  le  superficie  del  secon- 
do ordine,  ed  i  piani  delle  linee  di  contatto  delle  coniche 
circoscritte. 
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LETTERA 

BEL  6IG.  PROF.  GIUSEPPE  BIANCHI 
JX  COMPILATORE 


Cb.  Sig.  Professore. 

Nei  miei  recenti  articoli  pubblicati  nel  suo  riguardevd 
Giornale ,  credo  utile  di  rettificare  una  fallace  asserzione 
sfuggitami  nella  fretta  dello  scrivere^a  proposito  del  3.**  dei 
reclami  cbe  avanzai,  e  banno  veduto  la  luce  col  suo  fasci- 
colo degli  Annali  per  FAgosto  del  corrente  1853.  Ivi  a  pa- 
gina 324,  lin.  19  dissi  Targoroento  delle  variazioni  de' moti 
propri  delle  stelle  non  essere  dall'Humboldt  neppure  accennato} 
il  cbe  non  è  vero;  mentre  anzi  poco  dopo  le  parole  dell'au- 
tore del  Cosmos,  cbe  riportai  alla  pagina  323,  egli  ricorda 
espressamente  le  osservazioni  di  Bessel  sopra  la  variabilità 
dei  moti  proprj  di  Sirio  e  di  Procione  (  Parte  HI.  Tradoz. 
di  Faye,  ediz.  di  Milano,  1851;  pag.  165).  Se  non  cbe  li- 
mitato il  cenno  dei  moti  propri  variabili  alle  sole  due  stelle 
nominate,  e  alla  singoiar  ipotesi  e  spiegazione  cbe  ne  pro- 
mosse il  grande  astronomo  di  Konisberga,  ne  restano  a  mio 
vantaggio  alcuni  rilievi,  che  ora  soggiungo. 

E  primieramente  osservo  cbe  Bessel,  secondo  Humboldt^ 
era  condotto,  nell'anno  1844  ,  a  rimarcbevoli  conseguenze 
dalle  sue  determinazioni  dei  detti  moti  variabili  delle  due 
stelle.  Ora  io  qualcbe  mese  innanzi,  e  precisamente  nel  set- 
tembre del  1843  al  Congresso  scientifico  di  Lucca  (Ycggansi 
gli  atti  di  tal  Congresso  a  pag.  477  e  seguente  )  aveva  giÀ 
presentato  pubblicamente  un  Saggio  di  confrónti  di  moti  pro- 
pri e  di  relative  considerazioni  sopra  cinquanta  stelle;  con- 
fronti e  considerazioni  cbo  poscia  estesi  a  tutte  le  220  stelle 
fondamentali  del  Catalogo  di  Piazzi  ,    e    successivamente  a 

jinnali  di  Scienze  Mal.  e  Fis.  T.  IV.  dicembre  1853.  31 


V. 
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tutte  le  stelle  per  me  circompolari  nell'  ora  O  dello  stesso 
Catalogo. 

Rifletto  in  secondo  laogo,  che  le  variaiioni  secolari  dei 
moti  propri  di  Sirio  e  Procione,  comecchò  ben  determinate  e 
apprezzabili ,  non  sono  fra  le  maggiori  tanto  in  ascensione 
retta  che  in  declinazione.  Con  due  intervalli  di  quasi  mezzo 
secolo  per  ciascuno  altre  stelle  me  ne  offerirono  quantità  molto 
maggiori,  in  asconsion  retta  specialmente,  alcune  stelle  in 
esempio  di  Cassiopea  ,  a  del  Dragone ,  il  cut  moto  proprio 
in  ascension  retta  mi  risultò  cangiato  di  oltre  mezzo  secon-^ 
do  di  arco,  e  più  fortemente  di  tutte  la  19  di  Cefeo  (fra  li 
220  fondamentali  di  Piazzi)  che  dall'uno  all'altro  intervallo 
dei  confronti  mi  porse  il  moto  proprio  in  ascension  retta 
cangiato  di  presso  a  1''. 

Quindi  ne  viene  finalmente,  che  dovendosi  pur  considerare 
simili  variazioni  dei  moti  propri  come  fenomeni  individuali, 
o  appartenenti  alle  singole  stelle,  mentre  un  gran  numero  di 
altre  stelle  non  le  hanno  che  insensìbili  o  nulle,  nelle  rìcer^ 
che  e  per  V  ipotesi  della  cagion  fisica  di  tali  variazioni,  gio- 
verà considerar  di  preferenza  le  stelle  che  ne  spiegano  più 
forti  e  indubitate  le  quantità ,  e  ripeterne  poi  le  prove  de* 
risultamenti  al  maggior  numero  di  casi ,  ossia  di  stelle*  A 
questo  riguardo  la  stella  che  forse  più  interessa  di  esami* 
nare  à  nella  costellazione  di  Cefeo  la  43  di  Evelio^  ossìa  la 
220  neir  O  del  Calatogo  di  Piazzi;  tale  stella  di  moto  prò* 
prio  notabilissimo,  avendolo  presentato  eziandio  molto  diffe* 
rente  a  varie  epoche  moderne,  e  a  diversi  astronomi  da  Evelio 
incominciando,  come  altra  volta  fu  da  me  avvertito  (Raccolta 
scientifica  del  Palomba,  T.  IL  pag.  156).  Io  non  so  se  nei 
lavori  più  recenti  di  Fuss,  di  Struve,  di  Schubert  e  di  Po- 
teri, da  me  non  veduti  e  citati  dall'Humboldt ,  per  combat- 
tere o  sostenere  l'ipotesi  di  Bessel  (Gosmos.  Parte  IH.  pag. 
166),  siansi  estese  le  indagini  ad  altre  stelle  di  moto   prò- 
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prio  Tariabile,  faori  delle  due  Sino  e  Procione  ;  ma  cerio 
non  SODO  da  omineUere  quelle  iovestigazioni  nlleriori  prinia 
di  poter  ammettere  eoo  piena  verosimiglianza  la  delta  ipo- 
tesi^ che  cioè  le  stelle  di  moto  proprio  yariabile  aian  vere 
stelle  doppie,  composte  ciascuna  di  una  stella  visibile ,  e  di 
una  stella  invisibile,  e  giranti  intomo  al  comun  centro  di 
grafita. 

Cosi  rettificate,  e  maggiormente  dichiarato  il  soggetto  del 
mio  terzo  reclamo  ,  non  mi  rimane  se  non  confermarle  i 
sensi  della  profonda  stima  coi  quali  sono 

Della  S.  V.  Ch."-* 

Modena,  10  Ottobre  1853. 

Dev.^*  Serv.' 
Giuseppe  Bianchi 


COMUNICAZIONE 

DEL  MG.  PBOV.  TOLPICELLI 
AL  COMPILATORE 


Signor  Professore. 

Prego  perché  si  compiaccia  Ella  d'inserire  nei  suoi  Annali 
la  comunicazione  seguente  : 

Continuando  a  ricercare  sulla  elettricità  sviluppala  nei 
corpi  a  cagione  dellallonUnamento  e  deiravvicinamento  fra 
loro,  il  Sig.  Prof.  Volpicclli,  dopo  avere  migliorato  i  mezzi 
conducenti  allo  sviluppo  medesimo,  ha  ottenute  la  scarica  lu- 
minosa,  cioè  la  scintilla  elettrica,  da  una  piccola  bottiglia  di 
Leida,  tanto  caricata  colla  elettricità  degli  allontanamenti  , 
quanto  con  quella  contraria  degli  avvicinamenti. 

Questo  effetto  non  crasi  mai  fino  ad  ora  ottenuto  ,  ed  in 
vano  il  Professore  medesimo  lo  cercò  nelle  prime  sue  spe* 
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rìcnze  su  tale  argomento,  pubblicate  già  dal  celebre  Arago 
neirAccademia  delle  Scienze  di  Parigi. 

Le  principali  atmosferiche  circostanze  che  accompagnarono 
siffatto  sperimentò,  eseguito  neiril  di  questo  mese,  furono: 
cielo  calmo  e  sereno  ;  igrometro  a  capello  32"",  essendo  100' 
il  massimo  di  umidità;  termometro  secco  10^,  1;  termometro 
bagnato  7^,  6;  barometro  28A  3^ 

I  corpi  consiste?ono  in  due  dischi  di  rame  j  ognuno  del 
raggio  di  0",  05  e  della  grossezza  di  0'~,002,  ambedue  per- 
fettamente isolali.  E  qui  si  noti  che  il  moto  dei  corpi  stessi 
neirallontanarsi  e  uell'avvicinarsi  fra  loro  fu  sempre  orizzon- 
tale} che  il  contatto  fra  i  medesimi  non  ebbe  mai  luogo  ,  e 
che  la  elettricità  della  carica  non  poteva  in  verun  modo  ri- 
petersi dagli  attriti. 

Parecchie  persone  furono  presenti  a  questa  sperienza,  fra 
le  quali  anche  il  eh.  Sig.  Prof.  Carpi,  che  alla  medesima  fa 
invitato. 

II  Professore  Volpiceli!  in  altra  sua  più  estesa  comunica- 
zione, già  presso  ad  essere  pubblicata,  sulla  elettricità  svolta 
neirallontanarsi  ,  e  ncIT  avvicinarsi  dei  corpi  fra  loro,  non 
solo  metterà  meglio  in  chiaro  i  particolari  della  riferita  spc- 
rienza;  ma  farà  pure  noti  altri  nuovi  fatti  relativi  a  queste 
ricerche  di  elettrostatica,  direttamente  ravvisate,  e  promosse 
dal  eh.  Sig.  Dottor  Palagi  di  Bologna,  e  da  lai  praticate  con 
molta  utilità  per  la  scienza. 

Dal  giornale  di  Roma  del  12  Novembre  1853. 
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^^^ppreseniazione  geometrica  di  una  funzione  elliitica 
di  prima  specie  per  un  arco  di  una  curva 
piana  trascendente. 

NOTA 

BEL  PIIOV.  B.  TORTOLINI 

^^^no  Xj  y  le  coordinate  ortogonali  di  un  punto  dì  una 
^^^  carva  piana ,  ed  s  l'arco  corrispondente  a  partir  da  an 
polito  fisso,  f  un  angolo  yariabilc,  e  k  una  costante  conlk- 
P'^a  fra  0,  ed  1.  É  noto  che  l'espressione  differenziale 

d,= -^^ 

1^(1  —  *'sen"9) 

i^ppresenta  nel  suo  integrale  una  funzione  ellittica  di  prima 
H^cie  ;  e  che  secondo  le  notazioni  di  Legendre ,  si  scrive 
eoa 

Ora  é  molto  facile  trovare  due  valori  di  Xj  y  considerati  co- 
nte coordinate  ortogonali  di  una  curva  trascendente,  le  quali 
Mddisfìno  al  valore  di  d$;  fra  gii  infiniti  modi  co'  quali  si 
può  soddisfare  sceglieremo 

cos  9  dy  sen  <p  dy 

^  ~  1^(1  —  A"sen'9)  '  ^  ~   \^(ì  —  ie^^(f) 

'^angolo  (f  in  questa  guisa  potrà  rappresentare  l'inclinazione 
della  curva  al  punto  {x,  y).  Integrando  i  due  precedenti  va- 
^^fi  in  guisa  che  39  =  0  corrisponda  x=0 ,  y=U,  si  avrà 

1 

"»  =  —  arc.sen(Ai  sen  9) ,      ovvero       sen  ka:=:  k  sen 9 

y  =:  y •o8(  *  cos  y  -+-  1/  (1  —  A'  sen'?)  / 
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L*eIimÌQazione  dell'angolo  <p  darà  l'eqaazioDe  della  curva 
scendente  fra  le  coordinate  ortogonali  Xy  y,  nella  quale 
co  5  si  esprime  per  una  funzione  ellittica  di  prima  spa 
La  forma,  e  l'andamento  della  cnrvn  si  scorgerà  dai 
versi  valori  dell'angolo  9;  essa  presenta  una  analogia  sii 
lare  colla  circonferenza  di  un  circolo,  e  ad  essa  si  rid 
per  valori  particolari  di  k;  così  per  9  =  0  avremo 

x=.0,    y=0,     ^  =  0. 
Per  y  =  90  S  si  avrà 

X,  =  -are  sen.*  ,  y.=  jlogj/    (  j- )  ,  j^  =x  ,  ,,=! 

Per   9  =  180,  otterremo 

x,=0,y.=  lk>g(J-±^)  =  2y.  ,  ^=0,  ».=2F(*)  = 

Per  9  =  270®  verrà 

1        , 

x^  = are.  sen.K  =  —  oti  , 

k 

y3  =  llogj/'(J-±^J  =  y.,    J^  =  -  00 ,  „  =  3F# 

In  fine  per  9  =  360^  otterremo 

La  curva  è  composta  di  quattro  rami  eguali,  e  simili , 
la  racchiudono,  sarà  traversata  da  due  assi  nel  centro 
ralleli  a  quelli  delle  x  ,  0  dello  y,  e  di  lunghezza 

-arcsen.*,    ^log(j-^  . 

Questa  curva  si  riduce  ad  uu  circolo  di  raggio  1  ueir 
tesi  di  k'O ,  ed  allora  i  valori  degli  assi  si  ridurranno  al 
metro,  come  si  vede  dai  limiti 

lim-j-  are.  sen.  4  =  2  =  lim.  -r'og/  - — -l  . 


0 
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t^^^^^  ..i  .■■:■■■  ■  ■        .1  ■■  ■  ■     ,,      ■% 

SULl.'mT£6RALE  COMPLETO  DELLA  EQUAZIONE 

A  DIFFERENZIALI  PARZIALI 

DEL  2.*  ORDINE 

\  dy  Vdx'  dx  dy  d«dy      \  dx'/dT  ^  ' 

NOTA 
•EL    SIG.  AB.  BEMIAIO  WKL  «ROSS* 


Si  faccia  per  compendio  di  algoritmo 

dz      _  dx      _  d'x     __   d'«        _  d'« 
'^d^'  ^~  dy' *"~  d?'  '  ~  d^d^  '  '  ~  d/  ' 

^  ponendo  mente  che 

ip  =  rdx  •4-  »dy  «  d^  =  tàx  •4*  f dy  , 

'^  proposta  equazione  si  traduce  agevofmente  in 

0=  (1  -+-  jr*)dp  dy  H-  (l-t-;)')dg  dx 

—  «  [  (1  -4-  jf*)dy*  -»-  2psf  dx  dy  -V-  (1  H- /j'jdx*  ] . 

Questa  equazione,  come  si  sa,  può  scindersi  nelle  altr*  do* 
•*»gaenti 

„        dy        iH-p'       Aq 

"  ^  ■; —  "^  ^ »"  •   j — 

dx        l-f-y        a/> 

dx*       1+?'   *dx      1-i-j'  ' 


(*)  Sullo  stesso  argomento    scrisse  ^\\  V  Autore  altra  nota  alla 
|>ag.  312  di  questo  volume.  B.  7*. 


(  488  ) 
nella  seconda  delle  quali  sostituendo  il  valore  di  -^  ricava- 
to  dalla  prima  si  ha 

0  —  l:t^  ^  —  -M-  ^  -u  1 
~  iH-y-  d/>"        l^y"  dp  ' 

sopprimendo  il  fattore  -z u  comune  a  tutti  i  termini  del- 

rcquazione.  Risolvendo  questa  equazione  rispetto   a  -^    si 

ip 

ottiene 


^  '  Ap  \ 


ove  »  rappresenta  J/* — 1. 

A  fine  di  separare  le  variabili  nella  (ì)  suppongasi 

(A  4-  j)^  =  1  +  p»  -+-  jr% 

esprìmendo  k  una  novella  variabile.    Ricavando   da    questa 
equazione  il  valore  di  jr  si  ha 

(2)  ?=—    ^ 


2t 
donde  poi  risulta 

!-»-/>  +?  -( — 2* — ; 

2/>*d/>  —  (1  H-  />'  -+-  A'jdA 

''«= w 

Sostilueodo  qoesti  yalori  nella  (1)  si  ottiene 

2A*dp  ■"  2A(1  -t-  f) 
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>"^  "Meramente 

(1  H-p*  -t-  k')àk_  (p  dr  i)(l  -4-/>"  -H  k') 
2k'dp  ~~  2^(1  H-p')  ' 

■a     (|aale  si  ridace  a 

dA-  _àp_ 
k        p:±:t 

C  rappresenta  una  costante  arbitraria,  il  completo    inte- 
stale di  questa  equazione  è 

^    questo  yalore  di  k  sostituito  nella  equazione  (2)  porge 

(P  -H  i){p  -  0  -  C'ip  r±:  ,r 


?  = 


2C(p  zt  •) 


^4ll«i  quale  equazione  risulta  successivamente 


_  p{ì  —  C)  _  t(l  -t-  o 

*  ~        2C  2C 

(3)     ". 

_  p(l  —  C)      t(l  -f-  C*) 

^~       2C       "*"       2C 

^     poiché  l'integrale  completo  della  equazione  a  diOerenziali 
^^"•*ziali  lineari  del  prim'ordine 

■ 

^     dalla  forma 

Pz  —  Ra?  =  F(Py  —  Qx) . 

HUando  P,  Q,  R  sono  costanti  ;  gì*  integrafi    completi  delle 
Cd)  saranno 
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(C"  -  l)x  -f-  (C"  +  ì)ix  =  F[(C^  —1)  y  —  2C:c  3 

(C^-  —  1)^  --  (C*  4-  1)^ì;  =  F,[(C^  —  l)y  -  2Cx  ] 

rappresentando  F,  F|  due  funzioni  arbitrarie  diverse.  Elimi- 
nando G  fra  queste  due  equazioni,  si  otterrà  il  completo  in- 
tegrale della  nostra  equazione.  E  da  notarsi  che  il  sistema 
dell'equazioni  (4)  è  molto  più  semplice  di  quello  dato  dal 
Monge  per  rappresentare  l'integrale  completo  della  proposta 
equazione  a  differenziali  parziali. 

Napoli  29  Settembre  1853. 


Elementi  delVorbita  parabolica  della  cometa  Hnoenuta 

dai  Sig.  Bruhns  a  di  11  Settembre 

del  corrente  anno  1853. 

NOTA 

DEL  SIG.  AB.  REMIGIO  BEL   GROSSO 

Passaggio  al  perielio...  1853,  Ottob.lG'^,  66406  t.m.di  Greenirieh 

Distanza  perielia =  0,174095 

Longitudine  del  perielio  =  302^  16'.  23''.  0  )eqaìnozio  medio 
Longitudine  del  nodo  Q  =  219"".  56'.     6".  5]  dì  o  settembre 
Inclinazione .=    60^  50'.  58".  3 

Moto  retrogrado. 
Questi  elementi  sono  stati  calcolati  sulle  osservazioni  de- 
gli 11  e  17  Settembre,  e  1.  Ottobre,  e  possono  riguardarsi 
come  molto  prossimi  ai  veri,  sìecoroe  risalta  dalla  seguente 
tavoletta  di  confronto  fra  le  posizioni  calcolate  ed  osservate 

di  cotesto  astro  : 

AR.  C— 0 ì.  C— O 


14  Settembre 
17  Settembre 
21  Settembre 
23  Settembre 
28  Settembre 


—  28",  3 

—  53",  7  . 

—  82",  2  , 

—  79",  7 

—  66",  0  . 

Napoli  1  Novembre  1853. 


-  1",  4 

—  1",  2 

31",  6 

36",  8 

1",  5 
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